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Aos meus alunos, antigos e presentes.






Prefacio

Uma grande descoberta envolve a soluclio de um grande problema,
mas hd uma semente de descoberta na solugdo de gualguer
problema. Seu problema pode ser modesto: porém, se ele desafiar
sua curiosidade e fizer funcicnar sua capacidade inventiva, e caso
voc o resolva sozinho. entao poderd experimentar a tensio e o
prazer do triunfo da descoberta.

George Polva

Aarte de ensinar, segundo Mark van Doren, é a de tomar parte em descobertas. Tentei escre-
ver um livro que tome parte na descoberta do cdlculo pelos estudantes — por seu aspecto
prético bem como por sua surpreendente beleza. Nesta edigio, como nas anteriores, pre-
tendi transmitir aos estudantes um sentido de utilidade do célculo e desenvoiver competén-
cia técnica, como também me empenhei em dar uma avaliagiio da beleza intrinseca do
assunto. Newton, sem divida, experimentou tma sensacio de triunfo no momento de suas
grandes descobertas. Eu gostaria que os estudantes partithassem dessa emogio.

A Enfase esté na compreensio dos conceitos. Penso que todos concordam gue esta deve
ser & meta principal no ensino do cilculo. De fato, o impeto para o atual movimento de
reforma do cdleulo vem da Conferéneia de Tulane, de 1986, que formulou como recomen-
dacio fundamental:

Focalizar na compreensdo conceitnal.

Tentei implementar essa meta pela Regra de Trés: “Tdpicos devem ser apresentados de
forma geométrica. numérica ¢ algebricamente”. Visualizacio, experimentagio numérica e
grifica e outras abordagens mudaram radicalmente a forma de ensinar o raciocfnio con-
ceitual. Mais recentemente, a Regra de Trés foi expandida, tormando-se a Regra de Quarno,
com o acréscimo do ponto de vista verbal ou descritivo.

Ao preparar esta edigiio parti da premissa de que é possivel alcangar a compreenso
conceitual ¢ ainda manter as melhores tradigBes do cdleulo tradicional. O livro contém ele-
mentos de reforma, mas dentro de um contexto de um curriculo tradicional.

O Que £ Novo Nesta Edicio

Enquanto preparava a quinta edigio deste livro, passei um ano na Universidade de
Toronto ensinando Céleulo utilizando a edicio anterior. Eu ouvia atentamente as per-
guntas de meus alupos e as sugestdes de meus colegas. E, cada vez que preparava uma
aula, ficava pensando se algum exercicio a mais era necessdrio ou se uma frase deveria
ser melborada ou, ainda, se uma secdo deveria ter mais exercicios de um cerlo Hpo.
Além disso, prestei muita aten¢io as sugestdes enviadas por vdrios leitores e aos comen-
tirios dos meus revisores.

Uma fonte ndo muito comum de problemas novos foi um telefonema de um amigo,
Richard Armstrong. Richard é séeio de uma finma de consultoria em engenharia e orienta
os clientes que constroem hospitais e hotéis. Ele me disse que, em certas partes do mundo,
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os sistemas d& sprinklers de prédios grandes sBo abastecidos de dgua por compartimentos
localizados nos tetos desses prédios. Naturahnente ele sabia gue a pr
guando o nivel de dgua decresce, mas queria quantificar esse decréseimo de maneira yue
seus chientes pudessem garantir uma certa pressio durante um dado periodo.

Eu The disse que poderia resolver este problema usando as eguacdes diferenciais sepi-
raveis, porém ocorreu-me gue esse problema poderia gerar am bom projete de pesquisa
guando combinado com outras idéias.

A estrutura desta edigio permanece praticamente a mesma du anlerior, no entanto, hi
virios melhoramentos, pequenos ¢ grandes:

do du dgua diminu

* A revisio de fungbes trigonométricas inversas foi mudada do Apéndice para a
Secdo 1.6,

* Novas frases e notas de rodapé foram inseridas no lexto para dar mais clareza 2
exposicio.

*  Virios trabaihos de arte foram redesenhados.

*  Os dados em exemplos ¢ os exercicios foram atualizados no tempo.

» Exemplos foram adicionados. Por exemplo, foi adicionado ura novo Exemplo 1
na Se¢ao 3.3 (pagina 394) porque alpuns alunos tiveram uma certa dificuldade em
entender a noglio de uma funcfo definidi por uma integral com um limite de integra-
¢&o varidvel. Eu acho que seria interessante dar uma olhada no Teorema Fundamen-
tal do Céalculo antes de ler o Exemplo 1.

* Foram inclufdos determinados itens em alguns dos exemplos jd exisientes.

* Cerca de 25% dos exercicios em cada capitto sfio novos. Aqui estdo alguns dos
meus favoritos:

Exercicio Pagina Exercicio  Pdginz Exercicio  Pégina
2834 164 3.9.55 234 4474 318
5452 410 7736 524

Foram adicionados novos preblemas nas segdes Problemas Quentes. Veja, por exem-
plo, os Problemas 20 e 21 na pégina 277, os Problemas 9 e 10 na pdgina 585,

¢+ Cinco novos projetos foram incluidos. O projeto na pagina 242 pede ao aluno para
desenvolver um projeto de montanha-russa de maneira que os trithos sejam suaves
nos pontos de transigio. O projeto da pdgina 550, o qual agradego a Larry Riddle
pela idéia, € na verdade uma competi¢io na gual a curva vencedora tem o menor
comprimenio de arco (dentro de certas classes de curvas).
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Caracteristicas

Exercicios Gonceityais

Conjuntos de Exercicies Graduados

Dados do Mundo Real

Projetos

Tecnolegia

A maneita mais importante de ENCoTajar a compreensio Copeeitual € através dos proble
mas que prescrevemos. Com essa finalidade delineci virigs tpos de novos problemas
Alguns conjuntos de exercicios comecarn com questoes exigindo a explicacio do sigmifi
cado do conceito basico da seciio. ( Veja, por exemplo, os Primeiros exercicios, nas Secde
2.2,2.5,2.7y Analogamente, todas as se¢les de revisio Comegam por uma verificagio con
ceitual e um teste do tipo verdadeiro-falso. Quiros exercicios testam a compreensio con
ceitval por gréficos e tabelas (veja os Exercicios 2.8 1-3.2.935-38 e 3.7.1-4. Outro tipo d
exercicio usa a descricio verbal para testar a compreensio conceituaj (veja os Exercicios
2582948, 433960 ¢ 78.67). Eu particularmente valorizo os problemas que comr
binam e comparam as abordagens grificas, numéricas e algébricas (veja os Exercicios
2.635-36¢ 3323).

Cada conjunto de exercicios é cuidadosamente graduado, progredindo desde os exercicios
conceituais basicos e problemas destinados a desenrvolvimento de habilidades até proble-
mas mais desafiadores envolvendo as aplicagdes e provas.

Meu assistente e eu despendemos um bom tempo ern bibliotecas. conatando companhias
e agéncias governamentais e procurando na Internet por dados do mundo real para intro-
duzir, motivar e ilustrar os conceilos do caleulo. Como resultado, muitos de nossos exem-
plos ¢ exercicios tratam de funcdes definidas por esses dados numéricos ou graficos. Veja,
por exemplo, as Figuras 1, 11 e 12 na Secao 1.1 {sismogramas do terremoto de
Northridge), Exercicic 2.9.36 (porcentagem da populagio com idade inferior a 18 anos),
Exercicio 5.1.14 (velocidade do Onibus espacial Endeavour) ¢ Figura 4 da Seciio 54 (con-
sumo de energia em Sio Francisco).

Uma maneira de envolver os estudantes ¢ entio torng-los aprendizes ativos ¢ fazé-los tra-
balhar {talvez em grupos) em projetos de extensio, que dio um grande sentimento de rea-
lizagdo quando finafizados. Isso inclui quatro tipos de projetos. Projetos Aplicados, que
envolvemn as aplicagBes destinadas a apelar para a imaginagio dos estudantes. Projetos
Escritos, que pedem aos estudantes que comparem os métodos atuais com aqueles usados
peles fundadores do célculo (por exemplo, o método de Fermat para encontrar tangentes).
Sao sugeridas algumas referéncias. Projeros Descobertas, que antecipam os resuliados gue
serdo discutidos posieriormente ou encorajam a descoberta por meio do reconhecimento
do padrio (veja a Segio 7.6).

A disponibilidade de tecnologia torna ainda mais importante compreender claramenic os
conceitos que fundamentam as imagens aa tela. Quando usados adequadamente, calcu-
ladoras grificas ¢ computadores siio ferramentas valiosas na descoberta e compreensdo
desses conceitos. Este livre pode ser usado com ou sem tecnologia, e usel dois simbolos
especials para indicar quando um tipo especial de méquina é necessrio. & jcone B indi-
¢a um exemplo ou exercicio que requer o uso dessa tecnologia, mas isso ndo significa
que ela ndo possa ser usada também em outros exercicios. O simbolo 57 & reservado
para os problemas em que € requerida toda a capacidade de um sistema algébrico com-
putacional {como Derive, Maple, Mathematica ou TIB9/92). Todavia, a tecnologia nio
toma obsoletos o lapis e o papel. Os cdlculos 2 mio e esbogos siio fregiientemente
preferiveis & tecnologia para ilustrar e reforcar alguns conceitos. Professores ¢ estu-
dantes precisam desenvolver a habilidade para decidir quando € mais apropriada a
méqguina ou a mio.
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Resolugho de Probiemas

Os estudames geralmente €m dificuldades com os problemas para os guais néo hd um
Unico procedimento bem-definido para obter a resposta. Penso que ninguém usa ade-
quadamente 2z estratégia das quatro etapas para a solugio dos problemas proposta por
George Polya e, por iss0, incluf vma versfio de seus principios no fim do Capitulo 1. Esses
conceitos $ao aplicdvels, explicita e implicitamente, em todo o liveo. Apés 0s outros capi-
tulos coloquet seqles denominadas Problemas Quentes, que apresentam como atrago
principal os exemplos de como atacar os problemas desafiadores do cilculo. Ao selecionar
os variados problemas para essas segfes tive em mente seguir os conselhos de David
Hilbert: “Um problema matemidtico deve ser dificil para nos seduzir, mas nio inacessivel
de forma a zombar de nossos esforgos”™. Quando coloquet esses problemas desafiadores
como tarefas de testes, graduei-os de diferentes maneiras. Aqgui, eu recompensei sigmfica-
tivamenie o estudante por idéias na dire¢fio de vma solugiio e por reconhecer quais princi-
pios da solugio de problemas sio relevanies.
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Contenido
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Mais Aplicaces de Integracio

O livio comega com uma visio geral do assunto. incluindo uma lista de questbes pas
motivar 0 estudo do calenlo.

Desde o infcio estio enfatizadas as representagdes nuiltiplas de fungbes: verbal, numéric
visual ¢ algébrica. Uma discussio de modelos matemdticos feva a uma revisio das fungde:
padriio, incluindo a funciio exponencial e logaritmica, sob esses quatro pontos de vista.

O material sobre limites estd motivado por uma discussio anterior dos problemas da tar
gente e«tla velocidade, Os limites sdo tratados sob os pontos de vista descritivo, grafice
numérico ¢ algébrico. A Segio 2.4, sobre a definigfio precisa de um limite em termos d
£-0,¢ opcional. As Secfes 2.8 ¢ 2.9 tratam: de derivadas {especialmente de fungdes definid:
grafica e numericamente) antes das regras de diferenciacio, cobertas no Capitulo 3. Aquic
exemplos e exercicios exploram os significades das derivadas em vérios contextos.

Todas as fungdes bisicas sfo diferenciadas aqui. incluindo a exponencial, logaritmica
inversa das funcfes trigonométricas. Quando as derivadas sio computadas em aplicagde:
os estudantes sfo questionados a explicar seus significados.

As secbes sobre as fungbes mondtonas € concavidade foram combinadas em uma fnic:
que explica como as derivadas afetam o aspecto do gréfico. Fazer gréficos com tecnologt
enfatiza a interacfo entre cileulo, calculadoras £ andlise de familias de curvas, Sio dadc
problemas substancinis de otimizagio, inclusive uma explicacio de por que vocé dever
elevar sua cabega 42° para ver o topo de um arco-ins.

Os problemas de drea e distdncia servem para motivar a integral definida, com a notaci
somatéria introduzida conforme necessério. {Uma cobertura completa da notacd
somatéria ¢ dada no Apéndice E.) A énfase estd colocada na explicagio do significado d
integral em virios contextos, bem como na estimativa dos valores dela a partir de gréifico
¢ tabelas.

Apresentei aqui as aplicagties da integragfio — drea, volume, trabalho, valor médio — que poder
ser feltas razoavelmente sem técnicas especializadas de integraciio. S enfatizados 0s método
genéricos. Ameta & tornar os estudantes capazes de dividir uma quantidade em partes pequenas
estimar com somas de Riemann e reconhecer o limite como uma mitegral,

Todos os métodos tradicionais sio estudados neste capituio, mas o desafio é reconhece
qual técnica € melhor em determinada situagio. Da mesma forma, na Segio 7.5, apresen
tei a estratégia para 2 integracio. O uso de sistemas algébricos computacionais esta discu
tido na Se¢io 7.6.

Expomos aqui as aplicactes de integragio — comprimento do arco e drea da superficie -
para as quais ¢ Wil ter disponivel todas as técnicas de integracio, bermn como aphcacfes
biologia. economiza ¢ fisica (forga hidrostdtica e centro de massa). Uma nova secho sobn
probabilidade foi também incluida. Ha aqui mais aplicaces do que realisticamente poden
ser cobertas em um dado curso. Cabe aos professores selecionar aquelas adeguadas a sew
alunos e pelas quals t8m mais entusiasmo.
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Ao Estudante

Ha uma diferenca entre ler um texte de cdlculo e um jornal cu um romance ow, até
mesmo, um fivro de fisica. Assim, ndo desanime se tiver de ler uma passagem mais de uma
vez para poder entendé-la. Yocé deve ter [pis, papel € wma calenladora & mio para esbogar
um diagrama ou fazer um célculo.

Alguns estudantes comecam a fazer suas tarefas de casa ¢ léem o texio somente quan-
do empacam em algum exercicio. Sugiro que leia ¢ tente compreender uma se¢fio do texto
antes de comecar os exercicios. Em particular, vocé deve examinar as definigOes para
entender o significado exato dos termos. E, antes de ler cada exemplo, sugiro que vocé
cubra a solugio ¢ tente resolver o problema por seus proprios meios. Fazendo isto, apren-
derd muito mais do que simplesmente olhando para a solugiio.

Parte da meta deste curso € treind-lo a pensar logicamente. Aprender a escrever a
solucho dos exercicios de uma forma conexa, passo a passo e com sentengas exphicativas —
e ndo uma fileira de equagdes desconexas ou férmulas.

Ag respostas dos exercicios de nlimero Tmpar estdo no final do fivro, no Apéndice H.
Alguns deles pedem uma explicagio verbal, wma interpretaciio ou uma descrigio. Nesses
casos, nio existe una maneira dnica de dar a resposta; logo, nio se preocupe em obter a
resposta definitiva. Além disso, hd vdrias formas de expressar uima resposta numérica ou
algébrica; assim, se sua resposta for diferente da minha, nfio conclua imediatamente que a
sua esteja errada. Por exemplo, se a resposta dada no final do livro for 2 — 1 e vocé
obtiver 1/ (1 + \/’5), entdo voce estd certo, e racionalizando o denominador veremos que as
respostas sio iguais,

O icone 22 indica que definitivamente um exercicio requer o uso de uma calculadora
cientifica ou um computador com seftware grafico. (A Segio 1.4 discute o uso desses
recursos e de algnmas falthas que vocé poders encontrar.) Porém, isso nio significa que os
recursos grificos nfo possam ser usados para verificar seu trabalho em outros exercicios.
O simbolo estd reservado para problemas em que se faz necessario o uso de um sis-
temna algébrico computacional {como Derive, Maple, Mathematica on T189/92). Vocé vai
encontrar também o simbolo . que o adverte sobre a passibilidade de cometer um efro.
Esse simbolo aparece em situagbes nas quais observel que wm grande ndmero de estu-
dantes tende a cometer ¢ mesmo erro.

O cdlcalo - muito justamente — é considerado um dos maiores feitos do intelecto
humano. Espero que vocé descubra que ele nfio é somente tiil. mas também intrinseca-
mente belo.

James Stewart



James Biewsst Ao Estagsate T ®
Erros de Aprosimacio™ R
Se x" for uma aproximacio para x, entio:
e = X
O némero £ ¢ chamado de erro absoluro na aproximacio.
= Selx-x"1= 107 entlox" aproxima x com um erro de 1o maximo 107,

e Selx—x"1= 5107 entdox’ aproxima x até a {p + 1)-ésima casa decimal
on até o H(10y ' mais proximo.

N

Exemplos:

* Selx—x"I= 035ntiox aproxima x até o inteiro mais préximo.
* Selx—x"I= 0005, entdo x" aproxima x até 2 segunda casa decimal, ou até o
centésno mais proximo.

Além disso, se x’ aproxima x até a {p + 1)-ésima casa decimal, dizemos
que a aproximagio x' € correta at€ a (p + 1)-ésima casa decimal, ou que a
aproximacio x” tem (p + 1) casas decimais de precisio,

Arredondamento®

Dado um nimero racional aipdsdy.. d,, bibrba. bb,., entdo arredondamos para
m casas decimais de acordo com a regra:

* Sed= b= 9 entdo onlmero fica ayaaas..a,, bbby J(B,) + 1],
* Sel = by, = 4, entdo o ntmero fica a,axd;5...4,, b,babs. . b,

A expressiio “usado correto até determinada casa decimal” implica que, se a
corregio for, por exemplo, até a décima casa decimal, o erro comecard na décima
primeira casa decimal.

i Exemplos:

¢ 141 < -V":i < 142; 14 correta com uma casa decimal.
i * 1414 < 2 <1415, 141 correta com duas casas decimais.

= Observacbes da tradugdo para a edichio brasileira.
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Uma Apresentacio
do Calculo .

Quando vocé terminar este curso, sera
capaz de explicar a formacio ¢ a
localizagdo de wm arco-iris, calcular a
forca exercida pela dgua em uma
represa, analisar os ciclos
demogrificos dos predadores e das
presas, € calcular a velocidade de
vazdo de uma pedra.




Jarnes Bipwart

0 caleulo & fundamentalmente diferente da matematica que vocd |2 estudou. O
caicule € menos estdtico & mais dinadmico. Ele trata de variagao e de movimeanto,
bem como de quantidades que tendem a outras guantidades, Por essa razio, pode
ser gt ter uma visdo gerat do assunto antes de comegar um estudo mais intensivo
Vamos dar agui uma clhada em algumas das principais idéiag do célculo
mastrando como surgem os limites quando fentamos resolver yma variedode de
nroblemas.

“* O Problema da Area

As ongens do cdleulo remontam & Grécia antiga, pelo menos 2,500 anos atris. quande
foram encontradas as dreas usando 0 chamado “método da exaustag™. Nagquela época o
gregos ja sabiam encontrar a drea de qualquer poligono dividindo-o em sridinguios. come
na Figura 1 e. em seguida, somando-se as dreas obtidas,

E miuito mais diffeil achar a drea de uma figara curva. O método da exaustio dos anti
£08 gregos consistia em inscrever e circunscrever a figura com poligonos e ents aumen
tar o nliimero de lados deles. A Figura 2 itlustra esse procedimento no caso especial de un
circulo com poligonos regulares inscritos,

/\\i\
I . A

FAR R
0
i

FIGURAD

FIGURA 2

¥ ang Seja A, a drea do poligono inscrito com # lados. A medida que anmentamos 1, fica evi
/ dente que A, ficard cada vez mais préxima da drea do circulo. Dizemos enlfio que a 4dre:
/ do circule € o fimite das dreas dos poligonos inscritos, e escrevemos

CA=limA,

) A Os gregos. porém. nfio usavam explicitamente os limites. Todavia, por um raciocinio indi
reto, Eudoxo (sécalo V a.C.) usou a exaustiio para provar a conhecida férmula da drea de
i —— circulon A = mr’.

x st o e N P - - - - - - v

Usaremos uma idéia similar no Capitulo 53 para encontrar a drea de regides do tipc
mostrade na Figura 3. Vamos aproximar a firea desejada A por dreas de retingulos {(come
na Figura 4), fazendo decrescer a largura dos retingulos, e entio calculando A como o I
mite dessas somas de dreas de retingulos.

=

v

1.0
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FIGURA S
Uma rety tangentc em P

U NOUU U ———_

FIGURA G

Uma reta da secante PQ

FIGURA 7
Uma reta secante aproximando-se
de umma refa tangente

O problema da drea ¢ central no ramo do céleulo chamado cdlenlo integral. As woni-
cas que vamos desenvolver no Capitulo 3 para encontrar dreas lambém paossibiiitario ©
calculo de volumes de um sélido, o comprimento de um arco, a Torca da dgus sobre um
digue. a massa e o centro de gravidade de uma barra, ¢ o trabatho realizado ao se bombear
a dgua para fora de um tanque.

O Problema da Tangente

Considere o problema de tentar determinar a reta tangente 7 a uma curva com equacio
¥ = f{x} em um dado ponto P. (Daremos uma definigio precisa de uma reta tangente no
Capitalo 2. Por ora, vocg poderd pensd-la como uma reta que toca a curva em P como na
Figura 5.) Uma vez que sabemes ser £ um ponto sobre 2 reta tangente, podemos encontrar
a equagio de ¢ se conhecermos sua inchnagéio m. O problema estd no fato de que para com-
putar a inclinagdo € necessdrio o conhecimento de dois pontos ¢ sobre £ temos somente 0
ponte P. Para contornar esse problema determinamos primeiro uma aproximacio para 1,
tomando sobre a curva um ponto préximo € e computande a inclinagiio mpey da reta
secante P, Da Figura 6 vemos que

E gy = Filx) — fla)
X = a
Imagine agora o ponto ¢ movendo-se ao longo da curva em direciio a P, como na
Figura 7. Vocé pode ver que a reta secante gira e aproxima-se da reta tangente como sua
posigio-limite. Isso significa que a inclinagio mpp da reta secante fica cada vez mais pro-
xima da inclinagdo m da reta tangente. Isso € denotado por

m = lim mpy
G- p

€ dizemos que m € o limite de mep quando @ tende ao ponto P ao longo da curva. Uma vez
que x tende a @ quando Q tende a P, também podemos usar a Equacio 1 para escrever
5 - f(") - f((l}
m el

121 m=1
e xX—da

Exemplos especificos desse procedimento serfio dados no Capftulo 2.

O problema da tangente deu origem ao ramo do célculo chamado cdleulo diferencial, que
for mventado mais de 2 mil anos apds o cdleulo integral. As principais idéias subjacentes ao
cilculo diferencial devem-se ao matemdtico francés Pierre Fermat (1601-1665) e foram
desenvolvidas pelos matemdticos ingleses John Wallis (1616-1703), Isaac Barrow (1630-
1677} e Isaac Newton (1642-1727) e pelo matemético alemio Gottfried Leibniz (1646-1716).

Os dois ramos do cdlculo e seus problemas principais, da drea e da tangente, apesar de pare-
cerem completamente diferentes, 18m uma estreita conexfo. Tanto o problema da drea como o da
tangente 530 considerados problemas inversos em um sentido que serd descrite no Capitulo 5.

Velocidade

Quando othamos no velocimetro de um carro e vemos que ele estd a 48 mih, o que essa
nformacio dica? Sabemos que, se a velocidade permanecer constante, apés uma hora o
carrg terd percorrido 48 milhas. Porém, se a velocidade do carro variar, qual o sigaificado de
a velocidade ser, em um dado momento, 48 mi/h?
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Jamas Stawart UhAA

Para analisar essa questio, vamos examingr o MOVimento de um carro percorrendo um:
estrada reta ¢ supondo que possamos medir a distineiy coherta por ele {em pés) em inter
valos de 1 segundo, como na tabels a seguir: )

Como primeiro passo para encontrar a velocidade apés 2 segundos de movimento vamo
calcular qual a velocidade média no intervalo de tempo 2 <= + = 4

. o distincia percorrida
velocidade média e

i

tempo decorride

43— 10
42

= 165 pés/s

P
Analogamente, a velocidade média no intervalo 2 = 1 = 3 é

velocidade média = ggw:w;ﬂ = |5 pés/s

Nosso pressentimenio € de que a velocidade no instante 1 = 2 ndo pode ser muito diferen
te da velocidade média durante um pequeno intervalo de tempo que comega em ¢ == 2
Assim. vamos Imaginar que a distincia percorrida foi medida em intervalos de 0,
segundo, como na tabela a seguir: —

d 1000 102

13245 | 1406 |

N

Coemputando entdo a velocidade média no intervalo de tempo [2, 2,5]:

velocidade média = }—6—%[%:«%199 = 13,6 pésfs

(s resultados desses cdleulos estio mostrados na tabela:

As velocidades médias em intervalos cada vez menores parecem ficar cada vez mat
proximas de 10; dessa forma, esperamos que exatamente em ¢ = 2 2 velocidade seja d
cerca de 10 pés/s. No Capitulo 2 definiremos a velocidade instantinea de um objete ex
movimento como ¢ limite das velocidades médias em intervalos de tempo cada ve
Menores.

Na Figura 8 mostramos uma representaco grafica do movimento de um carro rede
senhando a distincia percostida como uma fungde do tempo. Se escrevermos d = f(1,
entdo f{t) é o ntmero de pés percorridos apds f segundos. A velocidade média no interval
de tempo [2.1] €




&%
%
N
e
&
&
e

Zdliara Thomson

FIGURA 9
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FIGURA 10

distAncia percon

velocidade média =

fempo decorrido 1

¢ € a mesma coisa que a inclinacio da reta secante P da Figura 8. A velocidade v quando
= 2 ¢ o valor-limite da velocidade média quando 7 aproxima-se de 2; 1510 6.

e da Equagiio 2 vemos que isso € jgual 2 inclinagio da reta tangente i curva em £,

Dessa forma, ao resolver 0 problema da tangente em ealculo diferencial, também esta-
mos resoivendo os problemas relativos 2 velocidade. A mesma téenica se aplica a proble-
mas relativos i taxa de variacdo nas ciéncias naturais ¢ sociais,

O Limite de uma Seqiiéncia

No século V a.C.. o filésofo grego Zenon propds quatro problemas, hoje conhecidos como
Paradoxos de Zenon. com o intento de desafiar algumas das idéias correntes em sua época
sobre espago e tempo. O segundo paradoxe de Zenon diz respeito a uma corrida entre o
herdi grego Aquiles e uma tartaruga para a qual foi dada uma vantagem inicial, Zenon
argumentava que Aquiles jamaig wltrapassaria a tartaruga, pols se ele comecasse em uma
posiclo ay e a tartaruga em 7, (veja a Figura 93, quando ele atingisse o PONto a; = 1y A tar-
taruga estaria adwunle, em uma pesicio .. No momento em que Aquiles atingisse as = £,
a tartaruga estaria em 5. Esse processo continuaria indefinidamente, e, dessa forma, parece
que a tartaruga estaria sempre a frente! Todavia, 1sso desafia o sensoe comum.

a, oy a i g

Aquiles

tartarnga

1 i fa I

Uma forma de explcar esse paradoxo usa a idéia de segiiéncia. As posicd
de Aquiles e da tartaruga 80 respectivamente {a,, s, ¢s, ... € {8ty 15, ..)
como seqiiéncias.

Em geral, uma seqiiéncia {0.} € um conjunto de nidmeros escritos em uma ordem
definida. Por exemplo, a seqiiéncia

25 SUCessivas
, conhecidas

TRRR N

pode ser descrita como sendo dada pela seguinte férmula para o n-ésimo termo:
1

i, =
i

Podemos visualizar essa seqiiéncia redesenhando seus termos sobre tma reta na qual cstio
determinados um ponto zero, wna utidade de medida e um sentido crescente, como na Figura
10(a). ou desenhando sew gréfico, como na Figura 10(b). Observe em ambas as figuras que os ter-
mos da seqliéneia a, = 1/n toram-se cada vez mais préximos de 0 & medida que n cresce. De
fato, podemos encontrar termos o pegquenos quanto desejarmos, bastando para isso tomarmos 7

suficieremnente grande. Dizemos entio que o limite da seqiiéncia € 0, e indicamos isso por

]
lim — =10
w M
Em geral, a notagho
im oa, = L

[t



serd usada se 08 termos @, endem 3 um puMET

% L guando g torna-se grande. Isso significa
que podemos tornar os tlmeres g, tie proxinos de
cientemente grande.

L guanto quisermos escolhende 7 sufi-

. O coneeite de limite de uma seqgiiéneia 0C0Tre sernpre que usamos 4 representacio de-
cimal de um nihmero real. Por cxemplo, se

ay = 3
ar = 314
as = 3,141

aq = 3.1415

as = 3.141592

as = 3,14159726

entiio lim a, =
(e
Os termos nessa segliéncia sio aproximactes racionais de 7.
Vamos voltar ao paradoxo de Zenon. As posiches sucessivas de Aquiles e da tartaruga
formam as seqiiéncias {a.} e {.}. onde a, < 1, para todo . Podemos mostrar gue ambas
as seqiténcias tém o mesmo limite:

{tm dy = p = lim iy

R s

E precisamente nesse ponto p que Aquiles ultrapassa a tartaruga.

A Soma de uma Série

Qutro paradoxo de Zenon, conforme nos foi passado por Aristételes, é o seguinte: “Uma
pessoa em um certo ponto de uma sala ndo pode caminhar até a parede, Para:tamo ela de-
veria percorrer metade da distdncia, depois a metade da distfincia restante. e entio nova-
mente a metade da distincia que restou e assim por diante, de forma que o processo pode
ser sempre continuado ¢ ndo terd um fim™. (Veja a Figura 11.)

FIGURA 11 :

Como. naturalmente, sabemos que de fato 2 pessoa pode chegar até a parede, isso su-
gere que a distiincia total possa ser expressa como a soma de infinitas distincias cada vez
MEeNores, COMOo a Seguir

I =—+

LI S I
248 e Tt



Fenon argumentava goe nio fazia sentido somar um némero mfinite de ndmeros. Porém
hi situacses em gue fazemos iplicitamente somas infinitas. Por exemplo. na notacBo de-

cimal, 0 simbolo, 0.3 = 03333, significa

303 33

+ ot
10 106 1600 10000

dessa forma, de algum jeito, deve ser verdade que

3 3 3 3

:

—_— P

; + S O

0 100 1000 10.000 3

Mais genericamente, se d, denotar o n-ésimo digito na representacio decimal de um
niimero, entdo

B S S 4 b

== + o e +
10 10° 197 10"

G,dldgdjdﬁ, L

Portanto, algumas somas infinitas, ou, como sfio chamadas, séries infinitas, t&m um signifi-
cado. Todavia. € necessério definir cuidadosamente o que € a soma de uma série.

Retornando 2 série da Equagao 3, denotamos por s, a soma dos » primeiros termos da
série. Assim

=3+, +i=0875

=i+l i+ £=09375

ss =345+ b+ = 096875

Se= bt i b= 0984375

;=g byt Tt s = 09921875

s b G b = 0.99902344
Lol 2 L 090098474

P L

S 1 516 ;

Observe que a medida que somamos mais ¢ mais termos, as somas parciais ficam cada vez
mais préximas de 1. De fato, pode ser mostrado que tomando n suficientemente grande
{isto €. adicionando vm ntimero grande de termos da série), podemos tornar a soma par-
cial 5, tho proxima de 1 guanto quisermos. Parece entdo razodvel dizer que a soma da série
infinita € 1 e escrever

i 1
SO T P 4o =
4 3 E

1
an

3 |



raios do Sol

FIGURA 12

5]

. T Jasnes Stewart
Em outras palavras, 2 razdo de u soma da série ser 1 € gue

Bm s, = 1

o

No Capitale 11 do Volume H discutiremos mais essas idéias.

Resumo

Vimos que o conceito de limite surge de problemas tais como encontrar a drea de uma
regifio, a tangente a uma curva, a velecidade de um carro ou a soma de uma série infinita.
Em cada um dos casos, 0 tema comum € o cileulo de uma guantidade como o Emite de
outras quantidades mais facilmente calculdveis. B essa jdéia bisica que coloca o cdlevlo
parte das demais dreas da matemdtica. Na realidade, poderiamos definir o céleulo come
aguele ramo da matematica gue trata de himites.

Sir Isaac Newton inventou sua versdo do célculo a fimm de explicar o movimento dos
planetas em torno do Sol. Hoje o célculo € usado na determinacio de orbitas de satélites ¢
naves espaciais, na predicio do tamanho de uma populagio, na estimativa de come
aumenta o preco do café, na previsio do tempo, na medida do fluxo sangiifneo de saida d¢
coragio, no cilculo dos prémios dos seguros de vida e em uma grande variedade de ou-
tras dreas. Vamos explorar nesie livro algumas dessas aplicacdes do calculo.

Para transmitir uma no¢io da poténcia dessa matéria, vamos finalizar esta apresentagic
com uma lista de perguntas que voc€ sera capaz de responder usando o cdlculo:

1. Como vocg explicaria o fato, ilustrado na Figura 12, de que o dngulo de elevagio de
um observador até o ponto mais alto em um arco-iris € 42°7 (Veja a pdgina 288}

2. Como voc poderia explicar as formas das latas nas prateleiras de um supermercado?
(Veja a pigina 341.)

3. Qual o melhor lugar para se sentar emn um cinema? {Veja a pigina 468.)

4, A qual distincia de um aeroporto um piioto deve comecar a descida? (Vejaa
pagina 241}
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Uma representacdo grafica de uma
funcgio — agui o nlmero de horas de
luz solar como uma fungio da época
do ano em varias latitudes - € sempre
o modo mais conveniente e natural de
representa-la.



O objeto fundamental do cilenlo sfo as funcBes. Este capitule abie o caminho para o
cateulo discutindo as idélas bisicas concernentes &g fuﬂcg;le} &»1:: gzr;n::;shii:n
como as formas de combind-los e transformi-los., Eni'mi;.amos gue :1;123 funcho pode
ser representada de vdrias maneiras: por uma equiacio, por uma tabela, por um gréifico
ou mesme por melo de palavras. Yamos observar os prines pais tipos de funcdes que
ocorrem no céleulo ¢ descrever como usi-las como modelos matematicos de
fenbdmenos do mundo real. Também discutiremos o uso de cateuladoras graficas ¢

de software grafico para computadores.

Quatro Maneiras de Representar uma Funcio

FIGURA T

¢ foal do sole
durante o terrermoto de Northrdge

As fungdes surgem guando uma quantidade depende de outra. Consideremos as
seguintes situacies:

A. Adrea A de um circulo depende de seu raio #. A lei que conecta r ¢ A ¢ dada pela
equacio A = . A cada mimero £ positivo existe associado um dnico valor de A,
e dizemos que A € uma funcdo de r.

B. A populaciio humana mundial P depende do tempo 1. A tabela ao lado fornece esti-

mativas da populagio mundial P{z) no instante ¢, para determinados anos. Por exemplo,

FI950)y = 2.560.000.000

Porém para cada valor do tempo ¢ existe um valor de P correspondente. e dizemos
que P é uma fungio de t.

o

O custo C de enviar uma carta pelo correio depende de seu peso w. Embora ndo haja
uma fdrmula simples conectando w ¢ C, o correio temt uma formula que permiie cal-
cular € quando é dado w.

D. A aceleragao vertical a do solo registrada por um sismografo durante um terre-
moto € uma fungio do tempo ¢ decarrido. A Figura | mosira o grafice gerado pela
atividade sismica durante o terremoto de Northridge, que abalou Los Angeles em
1994 Para um dade valor de ¢, o grdfico fornece um valor correspondente de a.

a
{emfs?)

100+

50 4

e
t (segundos)

=5t - ‘ it §
[ Forte: Departamento de Minas e
Geologin da Califdraia,

Cada um dos exemplos anteriores descreve uma lei segundo a gual, dado o niimero

(r, ¢, wou 1), fica determinado outro ndmero (A, P, € ou a). Em cada caso dizemos que o
segundo ndmero € uma funcio do primeiro.
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P —— f e fx)
(input) {outpul}
FIGURA 2

Diagrama de mbquina para uma fungiio

A e B

FIGURA S

Diagrama de flechas para

Fditora Thomssn

Uma funcie ¢ uma led a qual para cada elemernto yem vm conjunio 4 faz corraspon-
der exatamente um elemento chamado f(x), em um conjunio B.

Em geral consideramos as fungdes para as goais A e B s8o conjumtos de niimeros reais.
O conjunto A € chamado deminioe da funcio. O niimero f{x) é o valor de F em x ¢ deve
ser lido como “f de x”. Aimagem de f € o conjunto de todos os valores possiveis de f{x)
quando x varia por todo o dominio. @ simbolo que representa um ndmero arbitrdrio no
dominic de uma fungio £ ¢ denominado vartavel independente, e o que representa um
nimero qualquer na imagem de f ¢ chamado de varidvel dependente. No Exemplo A, a
varidvel r ¢ independente, enquanto A é dependente.

E muito proveitoso considerar uma funciio como uma magquina {veja a Figwra 2). Se x
estiver no dominio da fungfio f, quando x entrar na mdquina, ele serd aceito como input,
e a miguina produzird vm cwpur f(x} de acordo com a lei que define a fungiio. Assim,
podemos pensar o dominio como o conjunto de todos 0s inpurs, engquanto a imagem € o
conjunte de todos os outputs possiveis.

As fungdes pré-programadas de sua calculadora sfo exemplos de fungdes como uma
maquina. Por exemplo, a tecla de raiz quadrada em seu computador € uma dessas fungdes.
Vooé pressiona a tecla +/ (ou +/x) e dd o input x. Se x < 0, entio x nio estd no dominio
dessa fungio; isto €, x ndo € um inpur aceitdvel, e a calculadora indicard um erro. Se x = 0,
entdo uma aproximagdo de /x aparecerd. Assim, a tecla +/x de sua calculadora nio é
exatarmente a mesma coisa que a fungio matemdtica f definida por flx) = /x.

Outra forma de ver a fungio € como um diagrama de flechas, como na Figura 3. Cada
flecha conecta um elemento de A com um elemento de B. A flecha indica que f{x) estd
associado a x, f(a) a a etc.

O método mais comum de visualizar urna fungio consiste em fazer seu grafico. Se f for
wrma funglio com dominio A, entdo seu grafico serd o conjunto de pares ordenados

{lr, feNix € 4}

{Observe que eles sdo os pares input-output.) Em outras palavias, o grifico de f consiste em
todos 0s pontos (x, ¥) do plano coordenado tais que ¥ = f{x) e x estd no dominio de f.

O gréifico de uma fungdo [ nos dd uma imagem proveitosa do comportamento on da
“histéria de vida” de uma funciio. Uma vez que a coordenada y de qualquer ponto (x, y)
sobre o gréifico € y = f(x). podemos entender o valor f(x) como a altura do ponto no gri-
fico acima de x {veja a Figura 4). O grifico de f também nos permiie visvalizar o dominio
sobre o eiXo x € a imagem sobre © eixe ¥, como na Figura 5.

et

Cofex) o ¥ ;
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H = e
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- }
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FIGURA 4 FIGLIRA B Apevedin




o A notacao para intervalos é dada no

Anéndice A,

S

FIGURA 7

FIGURA B

FIGURA 8

CAPITULE Y L

Jdames Stewant

{(a} Encontre os valores de f{l}e fI5).

SOLUCAD
(&) Vemos da Figura 6 que o ponto (1, 3) estd sobre o grifico de £, assim, o valor de fem
1 € f(1) = 3. (Em outras palavras, a ponto sobre o grifico correspondenie a x = 1 esté
trés unidades acima do eixo x))

Quando x = 5, 0 ponto sobre o grfico que corresponde a esse valor estd 0.7 unidade
abaixo do eixo x e estimamos que f(5= -0.7.
(b} Yemos que f(x} estd definida quando 0 = x < 7, logo, o dominio de f¢ o intervalo
fechado {0, 7]. Observe que os valores de f variam de —2 até 4; assim, a imagem de f &

bl-2sy=d)=[-24]
EXEMFLO 2 = Esboce o grifico e encontre 0 dominio e a imagem de cada fungfc.
(a) flxy=2x -1 by glx) == x°

SOLUGAD

(a) O grifico tem equagio v == 2x — 1, que reconhecemos ser a equagio de uma reta
com inclinagiio 2 ¢ intercepto v igual a ~ 1. (Lembre-se da equagio da reta em sua forma
inclinagio-intercepto: y = mx + b. Veja o Apéndice B.) Isso nos possibilita esbocar o
grifico de fno Figura 7. A express@io 2x — | est& definida para todes os mimeros reais;
logo, seu dominio € todo esse conjunto denotado por R. O grifico mostra ainda que a
imagem também é K.

{b) Como g(2) = 2° = 4 e g(—1) = (1) = 1. podemos desenhar os pontos (2, 4} e
{1, 1) junto com alguns outros (sobre o grifico), e ligd-los para produzir o grifico da
Figura 8. A equagho do grafico € y = x7, que representa uma pardbola (veja o Apéndice
C). O dominio de g é [. A imagem de g consiste em todos os valores de glx}, isto €,
todos 08 niimeros da forma x*. Mas x”* = 0 para todos os ndmeros reais x e todo ntmero
positive y € um guadrado. Assim, a imagem de g & {y |y = 0} = [0, %) (veja a Figura 8).
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E possivel representar uma fungdo de quatro maneiras;

Ed

Representacies de Fangdes

verbalmente {descrevendo-a com palavras)

numericamente  {por meio de tabelas de valoresy
vistalmente tatravés de graficos)

algebricamente  (utilizando-se uma férmula explicita)

Se uma fungio pader ser representada das quatro maneiras, entiio € proveitoso ir de uma
representagdo para a outra, a fim de ganhar um ingight adicional sobre a funcio. (No caso

do E

xemplo 2. partimos de férmulas algébricas para obter os graficos.) Porém, cerias

Fangles sfio descritas mais naturaimente por um método gue por outro. Tendo isso em
mente. Vamos reexaminar as quatro situagbes consideradas no comeco desta segiio.

A

A mais il dentre as representagBes da drea de um cfrculo em fungiio de seu raio é
provavelmente a férmula A(r) = 7r°, apesar de ser possivel elaborar nma tabela de
valores, bem como eshogar um grafico (meia parabola). Como o raio do circulo deve
ser positive, o dominio da funcio ¢ {r|r > 0} = (0, >} e a imagem & (0, =),

Sein dada a seguinte descricho em palavras de uma funclior P() € 2 populacio
humana mundial no instante 1. A tabela de valores da populagio mundial da pigina
11 nos fornece uma representagio conveniente dessa fungao, Se desenbarmos esses
valores, vamos obter o grafice da Figura 9 (chamado de mapa de dispersio). Ela é
também uma representacio Gtil, j4 que nos possibiiita absorver todos os dados de
uma vez. E o que dizer sobre uma formula para ela? Naturalmente € impaossivel
dar uma férmula exata para a populaciio humana P(7) em qualguer momento 7,
Porém, € possivel encontrar uma expressio aproximada para ela. Usando métodos
explicados na Segdo 1.5 obtemos a aproximagio

Pty = f(1) = (0.008079266) - (1,013731¥

e a Figura 10 mostra que o “ajuste” € bem razedvel. A funcio fé chamada modelo
marenuitico para o crescimento populacional. Em outras palavras, € uma fungiio com
uma tormula explicita, que aproxima o comportamenio da funcio dada. Vamos ver
que podemos aplicar as 1déias de cdleulo a tabelas de valores: nfio ¢ necesséria uma
férmula explicita.

P i P
6 10 ’ 6 107
; ; | I } ; ; ; ; } N
1960 920 1940 1960 1980 000 ¢ 1906 1920 1940 1960 1980 2000 7
FIGURA O FIGURA 10
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Uma funcéo definida pela tab

James Stewart  CAPITULD 1

A foncBo P ¢ um exemplo tipico das fumgies que aparccem sempre gu
tentamos aplicar o cdlculo ae mundo real. Corpecamos por ama descrigdo verbal 4
uma fungio. Entio € possivel que a partir de dados EXpErimeniais possamos constru’
as tabelas de valores da fungiio. Mesmo que n3o tenhamos um o onhecimento cow
pleto dos valores da fungiio. veremos por toda a parte nesie livro ser possivel realize
operagoes de cdlculo nessas fungdes.

€. Novamente a funcio ¢ descrita em palavras: C(a) é o custo de se enviar pel
correio uma carta com um pese w. Nos Estados Unidas, em 2002, o servigo post:
seguia 0 seguinte regulamento: a€ uma onga (1 onga = 28 349523 sramas), o cust
era de 37 centavos de dolar. ¢ mais 23 centavos para cada onga sucessiva até |
ongas. A tabela de valores mostrada ac Iado é a a representacio mdxs convenente par
essa funglo, embora seja possivel esbocar seu grifico (veja o Exemplu HIS

D. O grifico na Figura 1 é a representa¢iio mais natural de uma acelerachio vertice
alr). Na realidade ¢ possivel compilar uma tabela de valores ¢ até mesmao deline:
wma férmuta aproximada, Porém tudo 0 que um gedlogo precisa saber — amplitud
€ padroes — pode facilinente ser obtido do grifico. (O mesmo é vilido tanto para ¢
padrdes de um eletrocardiogeama como para o caso de um detector de mentiras
As Figuras 11 e 12 mostram os grificos das aceleracdes do terremoto de Northridg
nas diregdes aw% e guando usadas em conjunciio com a Figura
elas nos diio uma boa idéia do terremoto.

a d
3 {crmis)
400 + 200+ |
- ;
i
L ;gi
X 100 ne i
206 ¢ k [N
;\éj i; il
Bl
L Fagpbi— s -
3 1 !
(scgundos) (sezundos)
— 204 - HH)
60 - Fonre: Depurtamento de Minas 200 + = Fonte: Departaments de Minas
e Geologia da Califormia. - e Geologia da Californa.
FIGUBRA 11 Aceleragho norte—sul do terremoto de Northridge FIGURA 12 Aceleracio Jeste—ceste do terremoto de Northridge
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FIGUBA i3

No préximo exemplo vamos esbogar o grafico de uma funcio definida verbalmente.

EXEMPLE 2 0 A0 abrir uma torneira de dgua quente, a temperatura 7 da dgua depende
do tempo decorrido desde a abertura. Eshoce um grifico de I como uma fungio do
tempo ¢ decorrido desde a abertura,

SCLUCAD A temperatara da dgua no comego esid préxima da temperatura ambiente.
pois ela estava nos canos. Quando comega a sair a dgua quente da caixa-d’dgua. T
aumenta rapidamente, e na proxima fase fica constante aié a caixa se esvaziar. A
partir dai T” decresce até a temperatura em que a dgua & fornecida. 1550 nos pmm‘milta
esbocar o grafico de T como uma fungiio de r na Figara 13 :
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Um grifico mais preciso da fungfo do Exemplo 2 pode ser obtido usando-se um
termOmeire para medir a temperatura da dgua em intervalos de 10 segundos. Em geral,
08 cientistas coletam os dados ¢ 0s usam para eshogar o grificos de fungdes, como no
exemplo a seguir,

WIVLE 4 0 Os dados na margem vém de um experimento sobre a lactonizaciio do
geido hidroxivalérico 2 25°C. B dada a concentragao €7} desse dcido (em mols por
litro) apds r minutos. Use esses dados para esbogar um grifico aproximado da funcio
concentragho e o grafico para estimar a concentragiio apos 5 minutos.

SOLUGAD Primeiro vamos desenhar os cinco pontos correspondentes aos dados da tabela
na Figura 14. Os métodos de ajustamento de curvas da Secio 1.2 poderiio entdio ser
utilizades para escolher um models ¢ fazer um gréfico dele. Os dados da Figura 14,
porém, parecem muito bem-comportados; assim, simplesmente tragamos & méo uma
curva suave passande por eles, como na Figura 15.

Cin i
0.08 - 0pg L
0.06 . 0064 e
e)_.mi L
002 002 | .
0l 12345678 ! o 1 2 3 6 7 8 !
f
FIGURA 14 FIGURA 15

Entao usamos o grafico para estimar que a concentragio apds 5 minutos ¢
(5} = 0.035 mol/litro

No exemplo a seguir comegamos por ima descrigfio verbal de uma fangiio em uma
situagio fisica e depois obtemos uma férmula algébrica explicita. A habilidade nessa transicio
€ muito it na solucio de problemas de cileulo envolvendo a determinagio de valores
maximo ou minimeo de quantidades.

HEMPLD & = Uma caixa aberta em cima tem um volume de 10 m*. O comprimento da
base € o dobro da largura. O material da base custa $ 10 por metro quadrado, a0 passo
gue 0 malerial das laterais custa $ 6 por metre quadrado. Expresse o custo total do
material em funcdo do tamanho da base.

EER]
s

SOLUCAD Fazemos um diagrama como o da Figura 16, com uma notagiio onde w e 2w
80, respectivamente, o comprimento € a largura da base, e 4 € a alwra.

A drea da base € (2w)w = 2w assim, o custo, em délares, € de '102u7). Quanto acs
lados, dois t&m drea wh e os outros dois, Zwh. Portanto o custo total dos lados é
O6[2{wh) + 202wh)]. B o custo total é

C = 10207y + 6]20wh) + 202wh)} = 2007 + 36wh

Para expressar C como uma fungdo somente de @, precisamos eliminar 4. o que ¢ feito
usando-se o fato de o volume ser 10 m’. Dessa forma,

w(2wih = 10
10 3
0 que fornece h o= .



Ag estabetecer as funcdes como as
do Exermplo 5, pode ser proveitose
remeterse aos princlpios de resolucie
de problemas, conforme apresentade
= pagina 80, om particular © passc
Entendendo o problema.

: Se uma funcao for dada por uma
térmulz sem gue seu dominio seja
explicitado, presume-se gue esle seja
o conjunto de todos os NMeros para
os quais a formula tem sentido e
define uin ntmero real,

FIGURA 17

< James Stewart © CAPITULE 3 &

Substituindo-se essa expressio na Brmula de O lemos

{ 5
C = 200" + 36w ii )= 20200 4 180

w
Logo, a equacio
Cla) = 200" + 180 w0
&
expressa O como uma funglo de w
Encontre o dominio de cada fungio.
(@ flx)=x+2 @“”:?%T

SOLUCAD

(a) Como a raiz quadrada de wm nimero negativo nfio estd definida (como nm nimer
real). o domipio de fconsiste em todos os valores de x tais que x + 2 = 0. Isso € equiva
lente a x = —2; assim, o domdnio € o intervalo [—2, o).

{b) Uma vez que
1 1

glx) = RN xx — 1)

e a divisio por 0 ndo é permitida, vemos que g{x} niio estd definida no caso de x = 0 o1
x = 1.Dessa forma, o dominio de g é

{xlx# 0,05 1)

que fambém pode ser dado na notagio de intervalo como
ol
C N =m0 U0, 1) U (1, %)

G grifico de uma fungao é uma curva no plano xy. De imediato surge uma pergunta: Quat
curvas no plane xy so grificos de fungdes? Essa pergunta serd respondida por meio de
teste a seguir.

Teste da Beta Vertical Uma curva no plano xyv € o grifico de uma funclo de xse
somenie se nenhuma reta vertical corta a curva mais de uma ver.

A raz8o da veracidade do Teste da Reta Vertical pode ser vista na Figura 17. Se cad:
reta vertical ¥ = a interceptar a curva somente uma vez, em {z. b}, entfio exatamente un
valor funcional estd definido por f{a) = b. Mas se arela x = g interceptar a curva em dok:
pontos, em (¢, bj e {a, ¢}, nesse caso, a curva nio pode representar uma fungio, pois unu
fungilo ndo pode fazer corresponder dois valores diferentes para a.

¥ ¥
x=a
\ ; ’ SN
NN N
H %_\”
1] a x - 0
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Por exemplo, a pardbola x — }'1 — 2 na Figura 18(2) ndo é o grdfice de uma funclo de
¥, pois, como vocd pode ver, existem retas verticais que interceplam a pardbola duas
vezes. A pardbola, no entanto, contém os graficos de duas funcies de x. Observe
quex =y’ — 7 implica vi=x+ 2 ey= 7 x + 2. Dessa forma. a metade superior
e a inferor da pardbola sdo os graficos de flx) = /x + 2 [do Exemplo 6(z)] e

glx) = ~/x + 2 fveja as Figuras 18(b) e (€)]. Note que se invertermos os papéis de v e
v, entdo a equacko x = A(y) = y* — 2 define x como uma funciio de y {com ¥ como
varidvel independente ¢ x como varifivel dependente). e a pardhola agora é o grafico da
funcho A

¥ v b
a -2
A
2, 0 x a2 0 Y 0 v
EIGURA 18 (byve,x+2 (ry=—Jxi3
i, TFancoes Definidas por Partes
As fungdes nos quairo exemplos a seguir sio definidas por férmulas diversas em diferentes
partes de seus dominios.
EXEMPLD 7 © Seja f a fungio definida pelas (Srrmulas
X 1—x se x=|
S =1, )
X se x> ]
Calcule £{0), f{1) e f(2) e eshoce o grifico.
SOLUGAD Lembre-se de que toda fungio é uma regra. Para essa fungiio em particular o regra é
a seguinte: olhe primeiro o valor do inpuz x. Se tivermos que x = [, entiio o valor de f(x)
serd 1 — x. Por outro lado, se o valor for x = 1, entfio o valor de f(xj serd x°.
Umavez que 0 = 1, temos fl0)=1—~0=1,
Umavezque 1 = 1, temos f{1) =1~ 1 =0,
N ¥ f
N . . -
" / R Umavezque 2 > 1, temos f(2) = 27 == 4,
. ;‘!
\\“ / Coemo fazer o grifico de f? Observamos que se x = 1, entlio f{x) = 1 — x, assim, a
ha parte do grifico f & esquerda du reta vertical x = 1 deve coincidir com areta v = 1 — x,
\\ essa dltima com inclinagio — | e intercepto y igual a 1. Se x > 1, dai f(x) = 1%, ¢, dessa
— = d forma, a parte do grifico f a direita da reta x = 1 deve coincidir com o grafico de
: ) y = x°, que ¢ uma pardbola. Tudo isso nos permite eshogar o gréfico da Figura 19.

O pontinho cheio indica que o ponto (1, 0) estid incluso no grifico; o vazio indica que o
FIGURA 19 ponto {1, 1} esta excluido do grifico.
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O proximo exemplo de fungdio definida por partes ¢
o ¥alor abseluto de um nimero o, denotado por | ¢ 1 & 4 distdineia de a até O sobre 0 eixc
real. Como distdncias sao sempre positivas ou nulas, temos

- Parn uma sevisho |a| &= 0 para 0do nimern o
Iz
Por exemplo,
13{=3 | =31=3 |6 =20 V2 — 1= 3= 7|l=mn—3

Em geral, temos

;
fu] = a se =}

§a| = =g se g =)

{Lembre-se de gue se  for negative, entdo —a serd positivo.)
Ix
SOLUCAO Da discussio precedente sabemos gue

X s¢ x =

—X se x =<0

0 x Usando o mesmo método empregado no Exemplo 7, vemos que o grifico de f coincide
com areta y = x a direita do eixo y e com a reta y = —x & esquerda do eixo y {veja
Figura 20). by

FIGURA 20
EXEMPLG § & Encontre uma f6rmula para a fungio f cujo grifico estd na Figura 21,

FIGURA 21 |

SOLUCAD A reta que passa pelos pantos {0,0) e (1, 1} tem inclinacio m = 1, e o intercepte
¥, b= 0; assim, sua equagho € v = x, Logo, para a parte do grafico de £ que Hga os pon-
s (0.0 e (1, 1), temos

flxy =x se 0=y

il

. inelinaed E . . ) ) - . .
A forma ponto-inclinagao da A reta que passa pelos pontos {1.1) & (2,0) tem uma inclinagio de m = —1; desst

equacio da reta : PR - 5
HLac ) manetra, a forma ponto—-inclinaco serd
vy o= omlx - x) ¥

dice B yoo e {-1x - 2) ou yo= 2 =X

Logo temos
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FIGURA 23
Uma funcio par

FIGURA 24

Uma fungdo fmpar

Vemes também que o grifico de f comeide com o eixo ¥ para x 7 2. funtando todas as
mformagdes, temos 2 seguinte foramula em trés partes para f:

X s 0= y= i
Flg =92 ~x s¢ 1 =Cx=2
G e x = 2

EZEMPLD 18 — No Exemplo C, no infcio desta segiio, consideramos o custo C(w) do
envio pelo correio de uma ¢arta com peso w. Na realidade, trata-se de uma funcio
definida por partes, pois a partir da tabela de valores ternos

637 se O0<w
060 se 1 <w
083 se 2<w
106 se 3w

)

o
P TTTER

Cluw) =

O gréfico é mostrado na Figura 22. Vocé pode entender entiio por que as fungdes similares
a esta 830 chamadas fungdes escada — elas pulam de wm valor para o préximo. Fssas
fungdes serdo estudadas no Capitulo 2.

Simetrias

Se uma fungfo f satisfizer f{—x) = f(x) para todo x em seu dominio, entdo f € chamada
funcdo par. Por exemplo, a fungBo f(x) = x* & par. pois

flox) = (=2 = x? = f(x)

O significado geom@rico de uma funciio ser par € que seu grifico & simétrico em relagio
ao eixo ¥ {veja a Figura 23). Isso significa que se fizermos o grafico de f para.x = 0, entio,
para obter o grafico inteiro, basta refletir o que temos em torno do eixo y.

Se f satisfizer f{~x) = —f{(x} para todo nimero x em sen dominio, dizemos que f &
uma funcie fmpar. Por exemplo, a fusgio f{x) = x’ € fmpar, pois

flmx) = (0 = =% = —f(x)

O grafico de uma fungio impar € simétrico em relagdo & origem (veja a Figara 24). Se
tivermos o grafico de f para x = 0, poderemos obter o restante do gréfico girando 180°, 0
Que ja temos, em torno da origem.

EEEMPLD 11 . Determine se a funcio € par, impar ou nenhum desses dois.

(a) flx)=x"+x (b glx)=1—-x* {0y hlx) = 2x —~ x?
SOLUCAD
(@) floxy =27 + (Fxp = (=1 + (=0

= -y’ — = —(x" + x)

= ~f(

Logo. f ¢ uma fungio {mpar.
&) gl=xy =1 — (—x)' =1 — x? = glx)

Assim g € par.
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Jagmes Stewvart

(¢} Aloxh == 2y — (3P = —2x — x°

7 5

Como i{—x) # Ilx) e Al—x} # ~Alx). concluimos que h nio € par nem fmpar.

Os grificos das fungdes do Exemplo 11 estfo na Figura 25. Observe que o grifico de &
nio ¢ simétrico em relagio ao eixo ¥ nem em relagiio i origsem.

¥ ) ¥ ¥
/ ]
s P 1
e / '
-~ 1
*15 } ¥ ; ‘ x ;g’ x
/ol 5 L / 4
/ ,f' L |
FIGURA 25 () (5 {©)

Funcoes Crescentes e Decrescentes

O gréfico da Figura 26 se eleva de A para B, cai de B para C, ¢ sobe novamente de C para
D. Dizemos gue a fungio f € crescente no intervalo [a, b], decrescente em [b, ], e nova-
mente crescenie em [ ¢, d |. Observe que se x, e x; forem dois ndmeros guaisguer entre a ¢
b com x; < xp,entio f{x,} < f{x;). Varnos usar isso como a propriedade gue define uma
fungho crescente.

e e e

S S N
B b e 1y

ol

8 a x, X

FIGURA 26

Uma funcio § ¢ chamada crescente em vm intervalo / se

[ Flx) < flx)
[y=x

sempre que X1 < Xzem [
Ela ¢ denominada decrescente em [ se

fix) = fix)

sempre gue 41 < Xoem [

Na definigio de funciio crescente € importante compreender que a desigualdade

FiGURA 27

x flx)) < fix;) deve estar satisfeita para fode par de niimeros x; e x; em [ com x; < x,.

Voce pode ver que na Figura 27 a funglic f(x) = x* € decrescente no intervalo (-, 0l e
crescente no intervalo [0, = ).
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1- Exercicios

E dado o grifico de uma funglio f.
{a) Obtenha o valor de f(— 11

(b Estime o valor de f(2).

¢} Fix} = 2 para quais valores de x7
() Estime os valores de x para os quais flx) = 0.
(&) Obtenha o domisio e o imagem de f.

(f) Em quais intervalos ¢ crescente?

et

G

Sao dados os graficos de fe g,

(a)} Obtenha os valores de f{—4) e g(3). H
(b} Fix) = glx) para quais valores de 37 - Lw &

4

(¢} Estime a solugho da equagio flx) = —1. a4
(&) Em quais intervalos £ € decrescente? (34!

{¢} Estabeleca o dominio ¢ a imagem de f.

(£) Obtenha o dominio e a Imagem de g.

=
2
P

As Figaras 1, 11 ¢ 12 foram registradas por um imstrumento
monitorado pelo Departamento de Minas e Geologia da
Califérmia pertencente-ac Hospital Universitdrio do Sul

da Califérnia. Use-as para estimar as imagens das funges
aceleragio do solo na vertical, na dire¢@o norte-sul, na
Jeste-oeste. na USC durante o terremoto de Northridge.

Nesta seciio discutimos os exemplos de fangdes do dia-a-dia,
como: a populagio ¢ uma funcio do tempo; o custo da
franguia posial, uma funciio do peso; a temperatura da agua, do
tempo. DE uds novos exemplos de fungdes cotidianas gue
possam ser descritas verbalmente. O que vocé pode dizer sobre
o dominio e a imagem de cada uma dessas fungdes? Se
possivel, esboce um grifico de cada uma delas.

Se for 0 ¢aso. obtenha o dominio e aim

Determine se a curva dada ¢ o grifico de uma fungiio de v

gem da fungho.

5, ¥ 6. - .
. : . N
[N X LGy ¥
7. 8
T e o

(=]
=

9. O grifico mostra o peso de uma certa pessoa como uma funcio
da idade. Descreva em palavras como o peso dessa pessoa
vazia com o tempo. O que vocé acha gue estd acontecendo wos
30 anos?

200 .
T
Peso 150 ’WW ;
(libras) ) 7 ~
100+ /
Z
S0
0T
O e 20 30 40 50 60 70 ldade

{anos)y

18. O grifico mostra a disthncia que um caixeiro-viajante esta de sua

casa em um certo dia como uma fungio do tempo. Descreva em
palavras o que o grafico indica sobre suas andancas nesse dia.

Distancia ) .
de casa
{milhas) e

ot T —

Tempo

8 tmanhi; 10
{horas}

2 4 £ (zarde)
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Ponira cubos de gele em um copo, encha-o com agua gelada ¢

deixe-o sobre uma mesa. Descreva como val varar no lempo a
remperatura da dgua. Eshoce entdo wm grafico da temperatura

da dgua come uma fungio do tempo decorrido.

Fshoce um grfico do simero de horas diarias com a luz do
sol como uma fungiio do tempo no decorrer de um ano.

Esboce um grifico da temperatura extemna como wima fungio
do tempo durante um dia tipico de primavera na zona
ternperada do Hemisfério Norte.

Coloque uma torta gelada em um forno e asse-a por uma hora.
Entio tire-a do forno ¢ deixe-a esfriar antes de comé-la.
Descreva como varia no empo a temperatura da torta. Eshoce
um grafico da temperatura da torta como uma funcio do tempo.

Um homem apara seu gramadoe toda quarta-feira 3 tarde.
Esboce o grifico da altura da grama como uma fungio do
ternpo 5o decorrer de um periodo de quatro semanas.

{m avido val de um aeroporto 2 ouiro em uma hora, ¢ a
distincia entre eles € de 400 milhas, Se ¢ representa ¢ tempo
em minutos desde a partida do avizo, seja x{f) a distincia
horizontad percorrida e (£} a altura do avidio.

ta} Eshoce um pessivel grdfico de x(1).

(by Eshoce um possivel grifico de y{1}.

{c) Eshoce um possivel grifico da velocidade no chio.

(d) Esboce um possivel grifico da velocidade na vertical.

Uma estimativa anuad do mimero N {(em milhares) de assinantes
de telefones celujares na Malisia € mostado na tabela

L1907

N 132

{2) Use os dados da tabela para esbogar o grifico de ¥ como
uma funclo 1,

(b} Use seu grifico para estimar 0 nimero de assinantes de
telefones celulares na Maldsia nos anos de 1994 ¢ 1996,

Os registros de temperatara T (em °F) foram tomados de doas
em duas horas a partir da meta-noite até as 14 horas.em
Dallas, em 2 de junho de 2001. O tempo foi medido em horas
apds a meia-noite.

; o 2o 4 5 S IR TR B S N K
T3 Ty o6 |z o8 88 L9

{a) Use os registros para eshogar um grifico de T como uma
fungio de 1.

by Use seu grafico para estimar a temperatura 3s 11 horas da
manhi.

Se flxy = 3x° —x + 2. encontre f(2), {2}, f(@), fl-a), fla + 1),
2 fan f2a), flady. [fw) e fla + 1),

Ui haldo esférico com rato de 5 polegadas tem o volume
Viry = j wr’. Enconire uma funco que represente a
quantidade de ar pecessdria para inflar o ballo de um raio
7 até nm raio 7 + 1 polegadas.

Jamnes Siewarnt

CARITULD 1

C-ZE 0 Encontre f{2 4 B) flx - Rie ;fi
onde f 7 (.

.

il -y B f(y)
- x4+ 1
- Encontre o dominio da funglo.
Sx+4
B Fly =
s X342

B = i+

27,

'

. gy = i + VA

28,

Encontre o dominio ¢ esboce o grifico da funglo,

29. flx) =5 W OFx) = %{ x+3)

M f) = -6 2 Hyy - L
P
33 g0 = Jr-5 3, Flx = 2x+ 11
35, 36. gix) =
x se x =0
3. fix) =
- A {rJr! se x =0
. 2x + 3 se x < —
38, [l = {f et
3-x 3¢ x= —}
. X+ 2 se x = —
390 flx — {a& e v i
B se x> —|
—1 se x o= -1
0. flxy=<3x+2 se lxf=<1
T —2x se x=|
&-48 © Encontre uma expressiao para a funclio cujo grafico € a

ciurva dacla.
1. O segmento de reta unindo os pontos (—2, 1) e (4, ~6).
42. O segmento de reta unindo os pontos (—3, —2) e (6, 31
43. A parte de baixe da pardbola x + (v — 1)) = 0,

43, Aparte de cimado efrculo (v — 1P + ¥ =

3

Encontre o dominio ¢ a imagem ¢ eshoce o grafico da fungdo

£

s T e
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dominio.

41

48

49.

50,

(&
.

52

53.

54,

55
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Um retidngulo tem um perimetro de 20 metros. Expresse a drea
do retAngulo como uma funcdo do comprimento de um de seus
lados.

U retingulo tem uma drea de 16 m’ . Expresse o perfmetro
do retdngulo como uma funciio do comprimento de um de seus
lados.

Expresse a frea de um tridngulo eqiiildtero como wma fangio do
comprimento de um lado.

Expresse a frea superficial de um cubo como uma funcio de
seu volume.

Uma caixa retangular aberta com volume de 2 m' tem uma
base guadrada. Expresse a drea superficial da caixa como uma
funciio do comprimento de um lado da base.

Uma janela normanda tem um formato de um retdngulo em
cima do gual se coloca um semicirculo. Se o perimetro de uma
janela for de 30 pés, expresse a drea A da janela como uma
fungiio de sua largura x.

Uma caixa sem a tampa deve ser consiraida de um pedago
retangular de papelio com dimensdes 12 por 20 polegadas.
Devem-se cortar os quadrados de lados x de cada canto ¢
depois dobrar, conforme mostra a figura. Expresse o volume
V da caixa como uma funcio de x.

Uma companhia de téx'%\cobrﬁ $ 2 pela primeira milha {ou
fracac dela) e 20 centavos a cada décimo de milha adicional (ou
fracio). Expresse o custo O {em $) de uma corrida como
uma fungio da distAneia x percorrida {em milhas) para

0 < x < 2 ¢ esboce o grifico.

Em um certo pafs, o imposto de renda ¢ cobrado da seguinte
forma. Sfo isentos os que tém rendimento até€ $ 10.000. Para
qualkquer renda acima de $ 10.000 € cobrado um imposto de

10%, até $ 20000, E acima de $ 20.000 o imposto ¢é de 15%.

Encontre uma férmula para a funcio descrita ¢ obienha seu

(&} Ishoce o grifico do mposto de rerda R como uma Rimgho da
renda .

(b} Qual o Imposto cobrado sobre um rendimento de § 140007
E sobre § 26.0007

{e} Esboce o grafico do imposto otal cobrado 7 como uma
fungio da renda 7.

As fungbes no Exemiplo 10 e nos Exercicios 54 ¢ 35(a) sdo

chamadas fingdes escada, em virtude do aspecio de seus

graficos. Dé dois outros exemplos de fungies escada que

aparecem no dia-a-dia.

Os gréificos de fe de g sBo mostrados a seguir. Verifique se

cada fungfio € par, fmpar ou nem par nem impar. Justifique seu
raciocinio.

57.

89,

60,

188 .

I\ :
AP Va4

58.

3
% x x

(a) Se o ponto (5, 3) estiver no grifico de uma fungfo par, que
outro ponto também deverd estar ne grifico?

(b} Se o ponto (5, 3) estiver no grifico de uma fungdo impar,
que outro ponto devera também estar ne grafico?

Uma fungio f tem o dominio [-5, 3] ¢ é mosirada uma parte do
seu grafico.

{u) Complete o grifico de fsabendo que ela € uma fungio pas.

¢b) Complete o grifico de f sabendo que ela € uma fungio impar.

/

N

¥

1
-
<
th 4
B

Determine se f é par, impar ou nenhum dos dois. Se £ for

par ou impar, use a simetria para eshocar seu grafico,

81,

8. flxy=x"+x

85 flgg=1x"—x

fix)y=x7?

62. flx)=x"?
84, Flx) = x* — 4x°
BB flx) =3+ 222 4+ 1
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Modelos Matematicos: Uma Relaciio de Funcoes Essenciais

Um modelo matematico ¢ uma descricio matemdtics {freglientemente por meio de uma
fimgio ou de uma eguagio) de um fendmeno do mundo real, como o tamanho de uma popu-
lagio, a demanda por um produto, a velocidade de um objeto caindo, a concentrag@o de win
| produto em uma reaglio quimica. a expectativa de vida de uma pessoa ae nascer ou 0 custo da
reduciio dos poluentes. O propdsito do modelo € entender o fendmeno ¢ ialvez fazer
predigdes sobre um comportaimento futuro.

A Figura | ilustra o processo de modelagem matemaética. Dado um problema do mundo
real, nossa primelira tarefa € formular um modelo matemitico por meio da identilicagio e
especificaciio das varidveis dependentes € independentes e da realizagiio de hipdteses que sim-
plifiguem o fendmeno o suficiente para tomd-io matematicamente tratdvel, Usamos Dosso
cophecimento da situaghio fisica e nossa destreza matemdtica para obter as equagtes que rela-
cionam as varidveis. Em sifuagbes em que nilo existe wma Jei {isica para nos guiar, pode ser
necessdrio coletar dados (de urna biblioteca, da Internet ou condazindo nossos préprios expe-
rimentos} € examind-los na forma de uma tabela, a fim de perceber os padides, Dessa repre-
sentacdo numeénica de uma fungiio podemos obter uma representagio grifica desenhando os
dados. Esse grdfico pode até sugerir uma férmula algébrica apropriada em alguns casos.

Problema do Formular Modelo
mundo real T matemdtico
FIGURA 1 A
Processo de modelagem
Testar Resolver
PredigBes sobre | Concfus_ée_é_ -
o mundo I’ea] h lg}terpretar matemétic,as

O segundo estdgio € aplicar a matemdtica que sabemos (tal como o cilculo a ser desen-
volvido neste livro) ao modelo matemético que forrulamos, a fim de tirar as conclusdes.
Entiio, em um terceiro estdgio. interpretarmos as conclusfes matemdticas como infor-
magdes sobre o fendmeno original ¢ oferecemos explicacdes ou fazemos predicGes. A
ctapa final ¢ testar nossas predigdes com o gue acontece de novo no mundo real. Se as
predigOes nao se ajustam bem a realidade, precisamos refinar nosso modelo ou formular
um novo modelo € comecar novamente o ciclo.

Um modelo matemético nunca ¢ uma representaciio completamente precisa de uma
sitnagao fisica — € uma idealizacdo. Um bom modelo simplifica a realidade o bastante
para permitir cdlculos matematicos, mantendo, porém, uma precisio suficiente para con-
clusdes aprecidveis. £ importante entender as limitacdes do modelo. A palavra final estd
com a Mie Natureza.

Existem virios tipos diferentes de fungBes, as quais podem ser usadas para modelar as
relagdes observadas no mundo real. A seguir, discutiremos o comportamento e os grificos des-
sas fungdes, e daremos exemplos de situagdes modeladas aproprizdamente por elas.

Modelos Lineares

R

A coordenada geomatrica das Quando dizemos que y € uma funcio afim de x, queremos dizer que o grafico da fungio é

retas & rovista no Apéndice B, uma reta; assim, podemos usar a forma inclinagio-intercepto da equagio de uma reta para
escrever uma formula para a fungio, ou seja




FIGURA 2
r
20 \
TAT = 10+ 20
Hi A
\‘.
\AA
L N i
\
\\
FIGURA 3

voe= flxy =y o+ b

onde m ¢ o coeficiente angular da reta e b ¢ o Intercepio v.

Uma caracter{stica peculiar das fungfes afins é que elas variam a wma taxa constante, Por
exemplo. 2 Figura 2 mosira ¢ grifico da fungfo afim f(x) = 3y ~ 2 ¢ wma wwbela de valores
amostrats. Note que quando x sofre urm aumenio em 0,1, o valor de F(3) se elevaem 0.3, Dessa
forma. f(x) cresce tés vezes mais ripido que r. Assim. a inchinaclio do grifico de y = 3x - 2,
ist0 €, 3, pode sar interpretada como a taxa de vartagdo de y em relagiio a 1,

¥ 5 -
fy=3xr-2
F B3
;
— S ‘]"i e > i
[ 1204 X -
7 LA
=y 13
H L _
7
i
I
H

aSAEF [P I S

(a) A medida que o ar seco move-se para cima ele se expande e esfria. Se a temperatura
do solo for de 20 °C e a temperatura a uma altura de | km for de 10 °C, expresse a fem-
peratura 7 (em *C) como uma fungio da altura A (em km). supendo que um modelo
linear seja apropriade.

(b} Faga um gréifico da funcdo na parte (a). O que representa a inclinacio?

(¢} Qual € i ternperatura a 2.3 km de aftura?

SGLUCAD
(a) Como estamos supondo que 7 ¢ uma funcio linear de 4, podemos escrever

T=mh+b
Nos € dado que T = 20 quando s = 0, assim,
W=m-0+b=5p

Em outras palavras, o intercepto v é b = 20.
Também nos € dado que 7 = 10 quando / = 1, dessa forma,

10=m-1+ 20

A inclinagho da reta ¢ portanto, m = 10 — 20 = —10 ¢ a funcho afim procurada é
T=—10h + 20
(b} O grdfico estd esbogado na Figura 3. A inclinacio & igual am = —10°C/km, e re-

presenta a taxa de variacio da temperatura em relagio & altura.

(¢) Awumaaliurade s = 2.5 km, a temperatura ¢

= —10235+20=-3°C

Se ndo exisur uma lei fisica ou principio que nos ajude a formular o modelo, construi-
mos um modele empirico, inteiramente baseado em dados coletados. Procuramos uma
curva que se ajusie 408 dados no sentido de gue ez capte a tendéncia dos pontos dados.
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5 : ATabela | fornece uma lista de nivels médios de diduido de carbono na
atmostera. medidos em partes por mithdo no Observatdrio de Maung Loa, de 1980 2 2000,
Use os dados da Tabela 1 para encontrar um modelo para o nivel de GiGido de carbono.

SOLUCAD Vamos usar os dados da whela para fazer um mapa de dispersio na Figura 4.
onde 7 representa o tempo (em anos) e C. o nivel de €O, (em ppm).

C
0+
200 4
350 - B
340 -
FIGURA 4 | ; ; :
Mapa de dispersio para 1980 1985 1000 1995 w0 !

o nivel médio de CQ,

Ghserve que os pontos estdo nmuito préximos de uma linha reta; dessa forma, € natural esco-
lher um modeto linear nesse caso. Porém, ha imiimeras possibilidades de retas para aproximar
esses pontas. Qual deveriamas usar? Do grafico, vemos que uma possibilidade ¢ a reta que passa
pelo primeiro e o dltimo pontos dados. A inclinacio dessa reta é

369.4~338,7 307

=2 = [.535
2000-198%0 20

e sua equacio €

C - 3387 = 1535 (1 1980)

O

Lo

S == 15351270006

A Equagao 1 fornece win modelo linear possivel para o nivel de didxide de carbono:
seu griafico esta mostrado na Figura 3.

C‘ o
270 7
&
360 + L
350 + } //
FIGURA 5 o
Muodelo linear por meie do 340 ///
primiciro ¢ do Bltino pontos dados ’ :
1980 1983 199 1595 w000 1

Embora nosso modelo se ajuste razoavelmente aos dados, ele da valores mais altos
que a maior parte dos niveis reais de COh. Um modelo linear methor € obiido por meio de um
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U computader ou uma
cakeuladora gréfica encontra a
reta de regressao pelo Método
das Minirmos Quadraticos, que 2
rainirrizar a soma dos guadrados
das distdncias verticals entre 05
pontos dados e a reta. Os
detathes serado esclarecidos na
Segao 14.7 do Volume 2.

FHGURA S

Reta de regressao

procedimento da estatistica chamado regressdo finear. Se vilizarmos uma calculadors gra-
fica, inserimos os dados da Tabela 1, ¢ a caleuladora escolhe o comando de regressao linear
{Com o Maple usamos o comande fiff leastsquare |; com o Marhematica empregamos o
comande Fir) A méquina da a inclinagao e o intercepto ¥ da rerta de regressao como

m = 1,53818 b= 2707 23

Assim, nosso modelo de minimos gquadrados para o nivel de C(, é

C = 153818270725

Na Figura 6 fizemos o grafico da reta de regressio e marcamos os pontos dados.
Comparando-a com a Figura 5 vemos que ela fornece um ajuste melhor que o anterior para
nosso modelo linear.

c P
///
76 + -
-
360 e
.
L
350+
v/
01
- ‘ . ‘ 1
1980 1985 1990 1995 000 !

FXEMPLO 3 0 Use o modelo linear pela Equaglo 2 para estimar o nivel médio de CO;
em 1987 e predizer o nivel do ano em 2010. De acordo com esse modelo, quando o nivel
de CO, excedera 400 ppm?

SOLUCAD Usando a Equagio 2 com 1 = 1987, estimamos que o nivel médio de CQO; serd

C{I1987) = (1 53818)(1987) - 2.70725 = 34911

Esse € wn exemplo de interpolagcdn, pois estimamos um valor entre os valores observa-
dos. (De fato, o Observatdrio de Mauna Loa registrou em 1987 um nivel médio de COn
de 348,93 ppm; assimn, nossa estimativa € bem precisa.}

Com ¢ = 2010, obtemos

C(2010) = (1 53381802010} - 2.707 25 = 38449

Predizemos entdo que o nivel médio de CO, no ano de 2010 serd de 3845 ppm. Esse é

um exemplo de extrapelacdo, pois predizemos um valor fora da regifio de observages,

Consegiientemente, estamos muito menos seguros sobre a precisfo dessa nossa predigdo.
Usando a Equagio 2, vemos gque o nivel de CO, excederd 400 ppm quando

1,53818¢ — 2.767 .25 > 400
Resolvendo essa desigualdade, obternos

3.107.25

f» ——= 202008
1.53818



FIGURA 7

Os grificos de fancbes
quadréticas sao parabolas

FIGURA B

Jamas Slewart
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Portanto estamos predizendo gue o nivel de CO, vai exceder 400 ppim no sno 2020, Bssa
predicho € um pouco arriscada. pois envolve um tempo bem disiame de nossas ohservagdes.

Polindmios

Uma funcio P ¢ denominada polinfmio se

T e fT -1 z N
Plx) = a,x" + g, x"7 4 o+ gy + X + dg

onde i é um inteiro ndo negativo, ¢ oS nimeros ay, a4, 4z, . .., a, S30 constantes chammadas

coeficientes do polindmio. O dominio de qualquer polindmio é R = (—=, «). Se o coefi-
ciente dominanie a, ¥ 0, entdo o grau do polindmioc € n. Por exemplo. a fungio

F

Plx) = 2x% — x* + 837 + /2
¢ um polindmio de grau 6.

Um polindmio de grau 1 € da forma P(x} = mx + b e, portanio, € uma fungiio afim. Um
polintmio de grau 2 & da forma P{x} = ax? + bx + ¢ ¢ ¢ chamado funciio quadratica.
O grifico de P é sempre uma pardbola obtida por translacdes da pardbola v = ax?, con-
forme veremos na proxima segio. A pardbola abre-se para cima se @ > 0 e para baixo guando
a < (. (Veja a Figura 7))

L

\ N
N X\

{@yy=x"+x+1 (D) y=-Zx*+3r+ 1}

Um polinémio de grau 3 term a forma
Plx)=ax’ + bx* + cx + d

¢ € chamado fun¢io ciibica. A Figura § mostra o grafico de uma fungio ciibica na parte
{a) e os grificos dos polinémios de grau 4 e 5 nas partes (b) & {¢). Vamos ver mais adiante
por que os graficos (Em esses aspectos.

e

fa)y=x"~x+1 My=x"-3x+x (chy = 32" -25% +60x
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Os polinfmios sio usados comumente para modelar v

s quariidades g
ciéncias sociais e nattrals. Por exemplo. na Secao 3.3 explicarernos por gue os economisias fre-
glienternente tsam um polindmic Py} para representar 0 custo ma producio de v unidades de
um produto. No exemplo a seguir vamos usar nma funclo quadrdtica para modelar a queda de
uma bola.

EXEMPLO 8 © Uma bola € deixada cair desde o topo da Torre UN. 430 m acima do c¢hio, ¢
sua altura b acima do solo € registrada em intervalos de 1 segundo na Tabela 2. Encontre um
madelo para ajustar os dados & use-o para predizer ¢ tempo apGs o qual 2 bela atinge o chio.

SOLUCAD Vamos fazer um grafico de dispersio ma Figura 9 ¢ observar que um modelo
linear pio € apropriade. Parece que og poatos podem estar sobre uma paribola; assim.
vamos tentar um modelo guadratico. Usando uma caleuladora grifica ou vm CAS {gue
usa 0 método dos minimes quadrados), obtemos o seguinte modelo quadrético:

ho= 449 36 + 0960 — 4908

h h
{metrosy . .
A0+ o, 400 4 T
200 ’ 200 :
o 2 a 6 8 ! of 2 4 6 2 !
! {segundos) i
FIGURA 9 FIGURA 0

Mapa de dispersao para uma bola caindo Maodelo quadrdtice para urna bela cainde

Na Figura 10 fizemos um grafico da Equagio 3 junto com os pontos dados e vimos
gue o modelo quadritico fornece wm ajuste muito bom.
A bola atinge o chiio gquando /i = (b, assim resolvemos a equagio quadrdtica

=490 + 0.96r + 44936 = 0

A formula quadrinica fornece

;= =096 = (0.96) — 4(—4 90}(449.36)
2(—4,90}

A raiz positiva € ¢ = 9.67; dessa forma, predizemos que a bola vai atingir o chio apés
9.7 segundos.

Funcdes Poténcias

Uma fungdo da forma f{x) = x°, onde a ¢ uma constanie, é chamada funcio poténcia,
Vamos considerar varios casos.

{i} a == n onde n € um inteiro positive

Qs gritficos de f{x) = x"paran = 1.2, 3,4 e 3 estdo na Figura 11, (Esses sdo polindmios
com um so termo.} Ji conheciamos os graficos de v = x (uma reta passando pela origem
com inclinagio 1) ¢ y = x* [uma pardbola — veja o Exemplo 2(b) da Seciio 1.1}
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FGURA 1 Grificos de f{x) =

A forma geral do grifico de f(x) = x” depende de n ser par ou impar. Se » for par, entio
Flx) = x"serd urma fungdo par e seu grifico € similar a0 da pardbola y = x°. Se x for fmpar,
emtdo f{x} = x" serd uma fungdo impar ¢ seu grafico ¢ similar ao de ¥ = x°. Observe na
Figura 12, porém, que & medida que » cresce, 0 gritfico de ¥y = x° torna-se mais achatado
proximo de zero e mais inclinado quando [ x| = 1.(Se x for pequeno, entdo x° é menor; »
serd ainda menor; e x* serd muito, mas muito mener, e assim por diante))

¥

FIGURA 12
Faraflias de fungbes poténcias

it @ = {/n, onde n € um inteiro positivo

A fungio flx) = x" = ¢y & uma funcio raiz. Parar = 2 elaé a fungdo raiz quadrada
F{x) = +/x, cujo dominic € {0, o) ¢ cufo grifico € a parte superior da pardbola x = y’
[veja al Figura 13(a)}. Para outros valores pares den.o ﬂrdnc.o de y = ofv & similar ao de
y = ,x Para n = 3, temos a funglo raiz cubica f(x) = §x cujo dominio ¢ R (lembre-se
de que todo ndmero real tem uma raiz cébica) e cujo grafico estd na Figura 13(b). O
grifico de y = 5 para n impar (n > 3) é similar ao de y = ¥ x.

YA ¥4
i e

L [¢] x

FIGURA 13 N
Grificos das fungBes raizes (a) fx} = % (B} fiy = ¥x
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R, B | . .
;A o . = s - 4 - ; - - - o
y : 0 grifico da fangdo reciproca f(x) = x7' = 1/x estd na Figura 14, Seu grifico tem a
Lo equacio y = 1/x, on xy = 1, ¢ & uma hipérbole com eixos coordenados como suas
. assintotas.

Essa funglio surge em fisica ¢ quimica em conexfio com a Lei de Bovie. que
— x estabelece gue, sendo constante a temperatura. o volume de um gds € inversamente
proporcional 4 pressio:

Vo=
~. 3
FIGURA 14

A fungdo reciproca onde € € uma constante. Assim, 0 grifico de V como uma fungfio de P (veja a Figura 15)

tem o mesmo aspecto geral da metade a direita da Figura 14.

A
N\
FIGURA 15 \\M
Volume como uma fungie da
pressiio & temperaturs sonstante 0 r

Outro exemplo do uso da fungfio poténcia na modelagem de um fenémeno fisico é
discutido no Exercicio 22.

: Funcodes Racionais

v Uma funcao racional f ¢ a razéio de dois polindmios:
N
N v o = 20
20+ Ofx)

onde P ¢ @ sfo polindmios. O dominio consiste em todos os valores de x tais que

* Q(x) # 0. Um simples exemplo de uma fungdo racional é a fungio f(x) = 1/x, cujo
dominio ¢ {x|x # 0}; esta é a funglio reciproca cujo grafico estd na Figura 14. A
i ; fungiio
‘ ; 2 - xt ]
FIGURA 16 fx) = g

ot x4
fxp= = e

é uma fungiio racional com dominio {x|x # =2}, Seu prafico estd na Figura 16.

Funcoes Algébricas

=

Uma fungo f ¢ chamada fancio algébrica se puder ser construida usando-se opera-
¢0es algebricas {como adigio, subtraciio, multiplicagio, divisio e extragiio de raizes)
comegando com o3 polinémios. Toda fungdo racional € automaticamente uma fungio
algébrica. A seguir estdo mais alguns exemplos:

AR xt — 16x7 .
Flx)y = JxT+ 1 gla) = = o (x — 2) 33 + ]
x + WX
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Cuando esbogarmos as funcdes algébricas no Capltulo 4 veremos que 51 graficos poder
assumir uma variedade de formas. A Figura 17 flusta alzumas dessas POssibilidades.

¥

H
H

(3

o

LY " _,/j
—— wfg —————— -

t X

=

fayf{x)=x/x+3 (¢} Alx) = x¥gp = 2F

FIGURA 17
Um exemplo de fungio algébrica ocorre na Teoria da Relatividade. A massa de um
particula com uma velocidade v é
N Frig
M= o) = —pmmm————
VI vt
onde mp € a massa da particula no repouso e ¢ = 30 X 10° km/s ¢ a velocidade d
hiz no vicuo.
. Funcoes Trigonomeétricas
Ha uma revisao de trigonometria e de fungdes trigonométricas no Apéndice I, Em calenl
convencionamos usar sempre a medida de dngulos em radianos (exceto guando explicits
mente mencionado). Por exemplo, quando utilizameos a funcdo fix) = senx, deve sc
entendido que sen x significa o seno de wm dngulo cuja medida em radianos € x, Assim, o
grificos das fungfes seno e cosseno estdo na Figura 18,
\g ¥
i ]E 3 — a1 .
T 2 | " 2 N - 2 - = / S 3
“ 0 A . v ~. o o A "
. k3 20 33 E . et “3® 2a im *
- %1 % ;T > - T ;"
i
() fix) = sen x {b) gi{x) = cos x
FIGURLA 18

Observe que tanto para a fungfo seno quanto para a fungio cosseno o dominio & (—%, %
¢ a imagem € o intervalo fechado [ —1, 1]. Dessa forma, para todos os valores de x temos

—1 =senx =} ~1 = cosx =<1

ou, em termos de valores absolutos,

[sen x| < 1 |
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Da mesma forma. os zeros da funcio seno ocorrem nos mithtiplos mteiros de
senx = {) gizando Xo= ope o oné um lnlelo

Uma propriedade importante das funcBes seno e cosseno é que elas sho pericdicas com

um periodo 2. [sso significa que, para todos os valores de .

seniy + 27 = sen ¥ coslx + 277) = cos v

A natureza periddica dessas fungdes torna-as adequadas 3 modelagem de fendmenos repe-
Litivos, tais como marés. cordas vibrantes e ondas sonors. Por exemplo, no Exemplo 4 da
Segio 1.3 veremos que o modelo razodvel para o mimero de horas com a fuz solar oa

Filadélfia ¢ dias apds 1 de janeiro € dado pela funcio

27 X
Lty = 12 + 2.8 senl ——(r ~ 80)
365

A fungio langente relaciona-se com as fungdes seno e cosseno pela equacio

snx

FIGURA 19 to x =
v g cos ¥
¢ seu grifico estd pa Figura 19 Ela ndo estd definida quando cos x = 0, isto ¢. quando

Y= F o2+ 3w/2, L. Suaimagem é { o, o),
Observe que a funcio tangente tem perfodo
tg{x + 7= tg x para todo x
As trés fungdes trigonométricas remanescentes, cossecante, secante ¢ cotangente, $a0
as reciprocas das fungbes seno, cosseno e tangente. Seus grificos estio no Apéndice D

Fungées Exponenciais

As fungdes exponenciais s3o da forma f(x) = . onde a base @ ¢ uma constante positiva,
Os grificos de ¥y = 2" ey = {0.5) estio na Figura 20. Em ambos os casos o dominio &

(—22,%) e a imagem é (0,%).

¥ f ¥
/ \
/
/ %
I 5

/ N

i [

ol x 6 x

FIGUAA 20 )
(yy=12" by = (057

As fungdes exponenciais serfio estudadas em detathes na Secdo 1.5, ¢ veremos gue elas
sdo dtels na modelagem de muitos fendmenos naturals, como crescimento popuiacional

{se a > 1) e decaimento radivativo (se @ < i)
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Fungoes Legaritmicas

As fungBes logaritmicas s80 f(3) = log.x, onde a base o 6 wma constante positiva. Elas
sao inversas das fungDes exponenciais e serlio estudadas na Secio 1.6. A Figura 21 mostra
os grificos de guatre fungbes logarfimicas com virias bases. Em cada caso o dominio é
(0, 5°), a tmagem € (-2, ) e as fungdes crescem vagarosamente quando x > 1.

FIGURA 21
| Funcdes Transcendentais
Sao as fungbes nfo algébricas. O conjunto das funcdes transcendentais inclul as fungbes
trigonométricas. frigonométricas inversas, exponencial e Jogarftmica. mas também inclui um
vaste nérnero de outras funcdes que nunca Gveram um nome, No Capitlo 11, no Volume H,
estudaremos as fungdes transcendentais, que sko definidas como soma de séries infinitas.
EXEMPLE 5 o Classifique as fungdes a seguir como um dos tipos discutidos.
(a) flx) =735 () glx) = &7
1+x . y
(c) Ry} = e (@ uwe) =1 -1+ 54
1 — VX
SOLUCAD
{(a) f(x) = 5" é wma fungao exponencial. {x & o expoente )
(b) glx) = x% é a funcio poténeia. (x ¢ a base.) Podemos também considerd-la um poli-
nomie de grau 5.
) P+x N s
(c) hlx) = T é uma funcio algébrica.
- Jx
{(d) w(r) =1 — t + 5+ é um polindmio de gran 4.
2 Exercicios
1.2 © Classifique cada fungfio como uma funglo poncia, funcio {e) s{x} = 1g 2x (F) o) = loge x

raiz, polinomial (estabelega seu grau}, fungio racional, fungio

algébrica, funglo trigonométrica, fungio exponencial ou fungio 2 (@) y - . : 6 ) et — _7
logaritmica. s N
1. {a} fix}= (e} v = 10 (@ y=x"

o B ey y=2" 41" — 7 (fy y = cos § +send

B = . . s N » o . . -
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Associe cada equagBo a seu gréfico. Expligue sua escolha.

{Mip use computador ou calouladora grifica.}

ey y=1x° () y=x%
"!'z
i
!
4. (ay y=3x {b) y=37
fe) ¥=x° dyy=
¥ I
F
/
/
g
X
‘G

- . a . A » 3 » a N 2 »

(a} Encontre wma equacio para uma familia de fungdes
lineares com inclinacho 2 e esboce os graficos de varios
membros da familia.

(b} Encontre uma equagio para a familia de fungGes lineares
tais que f(2) = 1 e esboce os graficos de viarios membros
da familia.

(¢) Quais fungdes pertencem a ambas as familias?

O que todos os membros da familia de funcdes lineares
JGy =1 4+ m(x + 3) tdm em comum? Esboce o grifico de
varios membros da familia,

(O gue todos os membros da familia de fungGes Hneares
fxy = ¢ — x tBm em comum? Esboce os graficos de vérios
membros da familia. '

Um administrador de mercado de pulgas sabe por experineia
que se cobrar x délares pelo aluguel de um espago. entao o
nimero ¥ de espacos que ele pode alugar é o dado pela
equagio ¥ = 200 — 4x.

{a) Esboce o grafico dessa fungiio linear. (Lembre-se de que o
aluguei cobrado pele espaco e o nimero de espagos
alugados nfio podem ser quaniidades negativas.)

{b) O que representam a Inclinagdo, o intercepto v e o mtercepio x7

3. Arelaglo entre as escalas de ernperatura Fahrenbelt (P e Celb
sius (€] & dadu pele fungio linear F = & + 32,
{a) Esboce o grafico dessa funclio.
(b O que representa nesse grafico a inclinag@o? O gue repre-
senta o intercepto ¥ do grifico?

0. Jos¢ deixa Detroit s 2 horas da tarde ¢ guia a uma velocidade
constante em diregdo a ceste pela rodovia 1-96. Ele passa por
Ann Arbor, a 40 milhas de Detroit, i 2h50 da tarde.

(2} Expresse a distincia percorrida em termos do tempo decorrido.
{(t) Esboce um grifico da equagio da parte ().
{cy Qual € a inclinago dessa reta? O gue ela representa?

11. Bidlogos notaram que a taxa de cantos de uma certa espéeie de
grilo estd relacionada com a temperatura de uma maneira que
aparenta ser linear. Um grilo canta 113 vezes por minuto a
70 °F ¢ 173 por minuto a 80 °F.

(a) Encontre uma eguagio linear gue modele a temperatura T
como uma fungdo do ndmero de cantos por minuto N.

b} Qual € a inclinagiio do grifico? O que ele representa?

{€) Se os grilos estiverem cantando 150 vezes por minuto,
estime a temperatuza.

12. Um administrador de uma Tibrica de méveis descobre que
custa § 2 200 para fabricar 100 cadeiras em um dia e § 4.800
para produzir 300 cadeiras em um dia,

(a) Expresse o custo como uma fungiio do niimero de cadeiras pro-
duzidas, supondo que ela seja linear. Entfio esboce o grifico.

{b) Cral a inclinagho do grifico e o que ela representa?

{¢) Qual o intercepto v do grifico € 0 que ele representa?

13. Na superficie do oceano, a pressio da dgua € igual A do ar
acima da dgua, 15 1b/pol’. Abaixo da superficie, a pressiio da
dgua cresce em 4,34 1b/pol® para cada 10 pés de descida.

(a) Expresse a pressdo da dgua como uma funcdo da
profundidade abaixo da superficie do oceano.

(b} A que profundidade a pressdo € de 100 Ib/pol®
(1 Ib/pol’ = 0.068046 atm = 70307 kefim®)

1. O custo mensal do uso de um carro depende do nimero de
mufhas rodadas. Lia descobriu que em maio ela gaston $ 380 e
guiou 480 milhas e, em junho, gastou $ 460 e guiou 800 mithas,
(2} Expresse o custo mensal ¢ como uma fungio da distiacia

percorrida d, supondo que a relagiio Hnear fornega um modelo
apropriado.
(b) Use a parte (a) para predizer o custo guando 1.500 mithas
foram percorridas por més.
{c} Esboce o grafico da fungio. O que a inclinagho representa?
{d} O que representa o intercepto 7
() Por que uma funcio ¢ um modelo apropriado nessa situagio?
¥5-18 0 Para cada marca de dispers3o, decida qual tipo de funcio voce
escolheria como um maedelo pura os dados. Explique sua escolha,
15 (a) ¥




o ¢
i (4
& x
™ s
0 x

& s s B a B B = + = . . 2

ﬁ% 7. A tabela mostra as taxas de dicera péptica {medida no decurso
de toda vida) (a cada 100 habitantes), para vdarias rendas
familiares, conforme reportado em 1989 pelo National Health
interview Survey.

Renda

£. I
rdmay

\’,‘

$ 12000

$ 16000

5 265000

; GO0
$3000

2.000

{a) Faca um mapa de dispersio desses dados e decida se um
modelo Hnear é apropriado.

(b} Faga am grafico de modelo Enear usando o primeiro ¢ ¢
Glime pontos.

{¢) Encontre e faga um gréifico da reta de regressio de
minimos guadrados.

{d} Use o modelo linear de (¢) para estimar a taxa de tlcera
correspondente a sma renda de $ 25.000.

{2) De acordo com o modelo, qual a chance de alguém com
ums renda de $ 80.000 sofrer de dlcera péptica?

(f) Vocé acha razodvel aplicar o modelc a alguém com uma
renda de § 200.0007

fe canio
I ada com a temy
as taxas de canto parn viries mperaturas.

2 2RI TR

(a) Faga um mapa de dispersio dos dados.

(b} Encontre ¢ faga um grdfico da reta de regressio.

{c} Use o modelo linear da parte (b) para estimar a taxa de
canto a 100 °F.

A -
#2 19. Aabela da as atturas dos vencedores do salto com vara nas
Olimpfadas durante o século XX.

i
i
.
i
1924 176 1804
1928 Fasn 18.96
FOB4 I885
1958 i9.77
19492 P
1906 19,42

(a) Faga um mapa de dispersio e decida se vm modelo linear
€ apropriado.

(b) Encontre e faga um grifico da reta de regressio.

(¢} Use o modelo linear para predizer qual a altura do
vencedor nas (Mimpiadas de 2000 e compare com a altura
do vencedor de 19,36 pés,

(d) E razodvel usar o modelo para predizer a altura do
vencedor para as Olimpiadas de 21007

ZE 20, Um estudo do U. 8. Office of Science and Technology em
1972 estimou 0 custo para reduzir em certas porcentagens a
emissio de poluentes pelos automdvets:

He

CTusto por

Beducio aas

[AvHEY
Rt 45 73
53 35 26
Ol 52 83
63 70 90
iy 50 a3
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decrescentes”™ desses dados.

Encontre nm modelo que capte 2 tendéncia de “repdimenios
$

. Use o5 dados da tabela para modelar a populaciio mundial no
século XX por uma funglo cibica. Entdo mtilize seu modelo

para estimar a populagio no ano de 1925,

Terra 20 Sol) e seus indos 7 {tempo de revolucio om

IS T

3
ig6D
19740
FOR()
100

UK

(a) Ajuste um modelo de fungio poténeia aos dados.

(b) A Terceira Lei de Kepler para o Movimento Planetdrio
estabelece que O quadrade do periodo da revelucio de
um planeta é propercional ao cubo de sua distincia média
a0 Soi”. Sew modelo confirma a Terceira Lei de Kepler?

= .oy . ~ -
;{ég 22. Atabela mostra a média das disthncias d dos planetas ao
Soi (tomande 2 unidade de medida para ser a distincia da

Novas Funcoes a partir de Antigas

Nesta secdo partimos das fungdes definidas na Segiio 1.2 e obtemos novas fungdes por
deslocamento, esticamento e reflexiio de seus graficos. Vamos mostrar também como com-
binar pares de fungdes por meio de operagties aritméticas ordindrias e por composicio.

Transformacao de Funcdes

Aplicando certas transformagdes aos grificos de wma fungio dada oblemos o grifico de
fungdes correlacionadas, o que nos capacita fazer o eshogo de muitas funcdes 3 mio.
Vamos considerar inicialmente as translacbes. Se ¢ for um nidmero positivo, enifio o gri-
fico de v = f(x) + ¢ é precisamente o grifico de y = f{x) deslocado para cima em ¢
unidades {uma vez que cada coordenada y fica acrescida pelo mesmo mimero ¢). Da
mesia forma, se fizermos g(x) = f(x — ¢). onde ¢ > 0, entdo o valor de ¢ em x ¢ igual
a0 vator de fem x — ¢ (¢ unidades & esquerda de x). Portanto o grifico de v = f{x — ¢}
¢ precisamente o de y = f{x) deslocade de ¢ unidades para a dircita {veja a Figura 1).

Besigeamentos Yerticais e Horizentals  Suponha ¢ > 0. Para obter o grifico de
¥ = fix) + c. desloque o grifico de y = f(x) em ¢ unidades para cima

¥ = flx}~ c, deslogue o grifico de v = f(x} em ¢ vnidades para baixo

¥ = flx o). desloque o gréfico de y = f{x} em ¢ unidades para a direita

fix + ch desloque o gridico de y = f{x) em ¢ unidades para a esquerda

Vamos considerar agora as transformacdes de esticamento ¢ reflexio. Se ¢ > 1, entdo
o grdfico de v = of{x) € o grifico de y = f(x} esticado por um fator ¢ na direciio vertical

(pos cada coordenada y fica multiplicada pelo mesmo mimero ¢). O grafico de y = —f(x)
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FIGURA

Translagdes do grifico de f

FIGURA 3

v
; L X Fxy+e e
é, {1}
|
: l ¥ =fix y o= flx =€)
| ¥ = f5)
-
T ( ¥ *jf(;x)
| ' 0
H
! ‘
i y=Jjxy -«
i v = fix)

FIGURA 2
Esticamentos e reflexdes do grafico de |

ad
I3

€ o grifico de y = f{x) em torno do eixo x, pois 0 ponto {x, ¥} serit substituido pelo ponk
{x. =¥} (Veja a Figura 2 e a tabela a seguir, onde estio os resultados de vérias transfor

macdes de esticamentos, compressio e reflexfo.)

e

Hellzuies e Estizamening
grifico de

¥ = ¢f(x), estigue o grafico de y = f(x) verticalmente por vm fator de ¢

fl=x}, reflita o gréifico de v = f(x) em tormo do eixo v

3

isrizentais & Verdoals Suponha ¢ > 1. Para obter o

y = (1/c) fix), comprima o grdfico de y = f(x) verticalmente por um fator de ¢
y = f(ex), comprima o grafico de y = f(x) horizontalmente por um fator de ¢
y = flx/c), estique o grifico de y = f(x) horizontalmente por um fator de ¢

¥ = —~ftx). reflita o grifico de ¥y = f(x) em torpo do eixo x

A Figura 3 ilustra essas transformacoes de esticamento guando aplicadas & funca
cossent com ¢ = 2. Por exemplo, para obter o grifico ¥y = 2 cos x, multiplicamos as coor
denadas v de cada ponto do grifico de y = cos x por 2. Isso significa que o grifico d&

¥ == cos X fica esticado verticalmente por um fator de 2,

¥ ¥
i v = 2cosx 1

¥ 08X

y = os 2y




4m T CRLDBLD Fditora Thomsan i
Lo Dado o grificode v = g-}ﬂ use as transform: : para obter os graficos
dey=+yx— 2 y=yr—2,y=-Jry=2Jxey=
SGLUGAD O grafico da fungdo raiz quadrada y = /, obtide da Figura 13
na Seglio 1.2, estd mostrado na Figura 4(a). Nas outras partes da figura eshocamos
y = 'x — 2 deslocando 2 unidades para baixo; ¥ = /x — 2 deslocando 2 unidades para
a direita; y = —/x refletindo em torno de eixo x; y = 2/ x esticando verticalmente por
um fator de 2; e y = +/—x refletindo em toro do eixo y.
¥ ¥ - ¥ ¥ ¥ ¥
i ,// | .
; ! e e -
0 1 x L] x i > X 1) x O x ¢! X
3 .
!
2t
@y =vx )y =Vx-2 )y =va=2 Wy =-x (@) y = 2vx (f) vy =Vx
FIGURA 4 '
EXEMIPLD 2 o Esboce o grafico da fungdo f{x) = x* + 6x + 10.
SOLUCAR Completando o quadrado, escrevemos a equacio do grifico como
y=x"+ 6x+ 10 = (x + 3P + |
Isso significa que obtemos o grifico desejado comegando com a pardbola y = x” e deslo-
cando-a 3 unidades para a esquerda e entfio 1 unidade para cima (veja a Figura 5).
¥ ¥
2\ /
3 e i
Y anT
o x a3 |0 x
FIGURA S @y=x by = +37 +1
EXEMPLE 3 = Esboce os grificos das seguintes fungdes.
(a) y=sen2x by v=1-—senx
SOLUCAD
(&) Obtemos o grifico y = sen 2x a partir de ¥ = sen x comprimindo horizontalinente
esse WHiimo por um fator de 2 (veja as Figuras 6 ¢ 7). Assim, enguante o periodo de
y=senx €2y, operfododey = sen 2x é 2w/2 = 7,
¥ ¥
¥ =senx ¥ = sen 2x
\\ 0 % 1:\\_// x : ‘ I ".49 ﬁ T; 5 ».- x
FIGURA & FIGURA 7
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{by Paraz obter o grafico de ¥ = | — sen x, comecamos novamenie com v = sen ». Refle-
timos em torno do eixe x para obler o grafico de v == _gen ¥ ¢ entfio deslocamos tma
unidade para cima para obter y = 1 - sen x (veja a Figura 8),

- -
\‘\ -
. P
«‘,‘m X "‘,m‘/ ’/
e
X
FIGURA B
P10 4 A Figura 9 mostra vanios niimeros de horas de luz solar como uma funcio da
¢poca em diversas latitudes. Dado que a Filadélfia estd localizada a apreximadamente 40 °N
latitude, encontre uma funcio gue modele a duracfo da luz solar durante os dias nessa cidade.
20
18 oo
i6
14
12
o 1
Horas 10 G- : 12
: e GO N i3
8 B R — 4
— : { SN ‘ :
PRI 1 8 N 8 R S— P
30°N| | | B
2 F—
FIGURA 9 :
Codtio fo ol ol ‘ RS S I S
bi<ii?§0 da extensio da luz salar Mar. Abr. Maio Jun. jul. Ago. Set. Out. Nov. Dez
durante o dia, de 21 de margo a 21 de
deremnbro em vanas iatitudes. Forre: Lucip C. Hamison. Dalight, Twilight, Darkness and Time (Nova York: Silver. Burdew, 1933, p. 40

SOLUCAG Observe que cada curva assemelha-se 2 fungfio seno deslocada e esticada.
Olhando a curva niimero 3 notamos que, na latitude de Filadélfia 4 luz do dia, dura cerca
de 14,8 horas em 21 de junho ¢ 9.2 horas em 21 de dezembro; assim, a amplitude da
curva (o fator pelo qual esticamos verticalmente a curva do seno) & £ (14,8 - 9.2) = 2.8

Por qual fator deveremos esticar horizontalmente a curva do seno se a medida do
tempo ¢ for em dias? Como temos cerca de 365 dias em wm ano, o periodo de nosso
modelo deve ser de 365 dias. Mas o periodo de v = sen ¢ € 277; dessa forma, o fator de
esticamento horizontal é ¢ = 24/365.

Notamos também que a curva comega sell ciclo em 21 de marco, 807 dia do ano, €
entdo devemes deslocar a curva em 80 unidades para a direita. Além disso, deslocamos
em 12 unidades para cima, Assim sendo, modelamos o comprimentio dos dias na
Filadélfia no +-ésimo dia do ano pela fungio

) 2ar .
Liry = 12 + 2.85 =} —
() sen| < {t — 80)

Outra transformaco de algum interesse € tomnar o valor absoluto de uwma fungfo.
v = | f(x)}, entdo, de acordo com a definico de valor absotuto, y = f{x) guando f(x) = ¢
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€¥ = i) quando fixd =0 00 Tsso nos mostra comu obter o grifico de ¥ o=
tr do grifico de y = f{x): a parte do grafice gue estd acima do eixo ¥ permancce @ Mesma:

Caquanto a parte que estd abaixo do eixo x € refletida em worno do eixo v,

Esboce o gréfico da funcio y = |27 — 11

SOLUCAG Primeiro fazemos o grafico du pardbola y = 1% — 1 como na Figara 10()
deslocando para baixo em wma unidade 2 pardbola y = x°. Vemos que o grifico estd
abaixo do eixo x quando ~ 1 < x < |} assim, reflelimos essa parte do grafico em tomo do
€R0 X pura obter o grafico de ¥ = |x* — 1| na Figura 10(b),

Wy =x -1 By = L& -1

Combinag¢des de Fungoes

Duas funcgdes £ e g podem ser combinadas para formar novas fungdes f + g, / —g. fg e
f/g de forma similar aquela pela qual somamos, subtraimos, multiplicamos e dividimos
nimeros reais.

Definimos a soma f + g pela equacio

7+ ) = 70 + gl

entdo o lado direito da Equacdo 1 faz sentido se f{x) e g(x} estiverem definidas, isto &, se
X pertencer ao dominio de £ e também de g. Se o dominio de féAeodegé B entio o
dominio f 4+ gserda intersecdo desses dominios, isto é, A M B.

Observe que o sinal + do lado esquerdo da Equagiio | significa a operaglo de adigdo
de funcdes, mas o sinal + do lado direito da equagio significa a operagiio de adigio dos
mimeros fix) e g{x),

Da mesma forma, definimos a diferenea § — g ¢ o produto fg, e seus dominios sio também
A B.Mas ao definir o quociente /g devernos lembrar tque ndo € possivel dividir por zero.

Aigebira ge Funchos Sejam f e g fungBes com dominios A e B. Entio as fungdes
*+ 9.~ g. fg e f/g estdo definidas da seguinte forma:

{(f+ gy (x) = flx) + glx) domimio =4 M B

(f— @ {x)=flx) — glv) dominio =4 B

(i {x) = flxig(x) dominio = A B
(i)(x) _f{“i_{ dominio = {x & 4 N B{g{x} # 0}
9, glx)
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Se flap = yreglsl = 4 — . encohtre as funcdes fra s

SOLUGAD O dominio de f{x) = V€ [0, %) O dominio de gix) = 4 — 27 consiste &m
todos o8 nimeros x tais gue 4 — x° = 0,150 6.0 = 4 Tomando as raizes guadradas em
- Quitra maneira de resolver 4 — 17 200 ambos os Jados, obtemos { x|

= 20w -2 = x = 2 assim, o dominio de g é o intervalo

@-n2ea=0 [-2.2] A intersechio dos dominios de fe g é
. + - 0=y nf-2.2]=f0.2]
-2 3

Dessa forma, de acordo com as definigbes temos

(f+ gl =Vx+ vd—x Dsr=2
(f— ) = Jx — 3 — 47 O0=y=2
Ua)) = Vadd — 3=~ o=sx=2

’ f . \;/:;.: f X
e = = = X l
(\g)m AT T Vasao o 0=ae?

Observe que o dominto de ffy € o intervalo [0, 2), pois precisamos excluir x = 2, uma
vez que g{2) = 0.

O grifice da fungdo [+ 4 € obtido a partir dos de f e g por adicie grifica. Isso sig-
nifica que somamos as coordenadas v como na Figura 11, A Figura 12 mostra o resultado
desse procedimento para fazer o grifico da fungio f + g do Exemplo 6.

¥ ¥
5 v o= {4 gHa} e . | //\/—ﬁ .
¥ o= i)
\// 3
4+ 4 2 ;
4
Sy =gl \\
- i
! /f NS St N
) e - Flay + gla) .,
y ﬂ// : Y
2¥ AN
2
- i gla N
\\ Jtay o Sy =vx
i ¥ = flx)
_ -
a X 2 ] o '§ 2 *
FIGURA 11 FIGURA 12

Composicao de Funcoes

Ha outra maneira de combinar duas fun¢Ges para obter uma nova. Por exemplo, suponha
que y = f{u) = Ju e u = g{x) = x> + 1. Uma vez que v é uma fungiio de # que é uma
funcio de x, segue que em dltima andlise y ¢ uma fungio de x. Calculamos isso por
substituicio:

y = fl) = flgla) =F7 + 1) = x4




CALOILED Editora Thomses

o pmu{hm ento denomina-se composicdo. pots 2 nova funcho € compoesta de duas Tunghes
dadas f e

Em gem%, dadas duas Tungdes f e g, comegamos com um ndmero x no dominio de g e encon-
tramos suz imagem 4(.x). Se esse niimero g{x) estiver no derninio de £, entio podemos caleuiar
o vador de flg(x)). O resultado € uma nova fungio A(x) = f(g{x)} obtida pela substituigio de
g em f. Ela ¢ denominada composicio {ou compostd) de f e g ¢ é denotada por fog
{"“fbolag).

3

Ustinighis  Dadas duas fungbes f e g, a fungiio compasta = g (também chamada
composiciio de f ¢ gy € definida por

(fogix) = flg(x)

O dominie de f° g € o conjunto de todos os x no dominic de ¢ tal que g(x) estd no
domimio de f. Ou seja, (fe gi(x} estd definida sempre gue g(x) e flg{x)} estiverem
definidas. A melthor maneira de ver fe g é por intermédio de um diagrama de miquina
(Figura 13) ou de um diagrama de flechas {Figura 14).

FIGURA 13
A mdquina f @ g ¢ composta de X = g e QXY e = Fla(x))
duas outras, a de g € a de f. (input) (ouiput)
foq
"//M"‘MWWN#HM [
T f -
7 U -
g T

7 )
FIGURA 14 / ,\“v/

Diagrama de flechas para f ¢ g X a(x) Fit9)

EXEMPLO Y Se f{x) = x7 e glx} = x — 3, encontre a funcio composta fo g ¢ tam-
bémgef.

SOLUCAD Temos
(feglx) = flglx)) = flx — 3y = (x — 3]
(g f)x) = glf(x)) = g(x?) = x* ~

#% NOTA o Voco€ pode ver no Exemplo 7 que em geral, fo g g°f. Lembre-se de que
: e n ungiEo g ¢ aplicada primeirs ¢ depois . No Exemplo 7, fe g

€ a fonglo que primeiro subtrai 3 € entdo se eleva ao quadrado; g=f € a funciio que
primeire se eleva ao quadrado ¢ entdo subtrai 3.

i;(}iduiu ? i

EEEMBPLE 8~ Se flx) = vxeg(x) = 2 — x,encontre cada uma das fumetes e sen domfnio.
(@) fog by gof {c) fof {dt g0 g
SOLUCAD

() (foghx) = flala) = FVZ = x) = V2 — 2 = JT— x




Se 0= g b, entao 87 = bY

. demes Sewsr  APITULE 1 SUNIOZL §ODELDE 45

Odomipiode fegéls|2 ~ x =0} ={rix =72} = (~=,2]
(b lge i) = glfix) = gV ) = 2 - Jx
Para +/x estar definida, devemos ter x = 0. Para V2 - \.,-‘,ﬁ\' ser estabelecida, devemos ter
2= Yx=0s0é Jr=2oux =4 Assimtemos 0= xr = 4. ¢ o domimiode gof €
o intervalo fechado [0, 4],

(c) (Fe il = Firn = fV) = h = 4
O dominio de fo f é [0, %).
(&) (e =gl =glV2 - x) =2 - /2 —x

Lssa expressdo estd definida quando 2 ~ x = 0, isto €, x < 72 — 7 — v = (. Fssa
dltima desigaaldade é equivalente a /2 ~x = 2. 002 — x = 4,is10é, y = ~2. Assim
—2 = x=2;logo, o dominio de g © g ¢ o intervalo fechado [ -2, 2],

5

E possivel fazer a composi¢ho de trds ou mais fungdes. Por exemple, a fungfio com-
posta feg e h pode ser encontrada calculando-se primeiro &, entdo g, e depois f como a
seguir:

(fe g ) = flglh(x)

EXEMPLE 8 © Encontre fegohse flx) = x/x + I},9(x) = x"¥ e hix} = x + 3.
SOLUCAD

(=g h)x) = flglh(x))) = flg{x + 3))
{x + 3)"

= f{{x + 3) )EW

Al agui usamos a composicio para construir as funcgdes complicadas a partir das mais
simples. Mas em célculo € freqlientemente proveitoso ser capaz de decompor uma fungiio
complicada em fungbes mais simples, como no exemplo a seguir.

EXEMPLE 10 ¢ Dada F(x) = cos™(x + 9), encontre as funcdes . g e frtais que
F= fa gr k.

SOLUCAG Uma vez que F(x) = [cos(x + 9 a férmula para F estabelece que: primeiro
adicionamos 9, e entdo tomamos o cosseno do resultado e, finalmente, o guadrado.
Assim, fazemos

hx)=x+9 g{x) = cos x Jlx) = x*
Iintdo
{fog°hx) = flghlx))) = flglx + 9)) = flcos{x + 9
= {cos(x + O] = Flx)
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Exercicios

1.

Suponha que seja dado o grifico de £ Bscreva as equagdes
para os graficos obtidos a partir do gréfico de fda
seguinte forma.

fa) Desloque 3 unidades para cima.

{hy Desloque 3 vnidades para baixo.

(¢) Desloque 3 unidades para a direita.

() Deslogue 3 unidades para a esquerda.
{ey Faga wma reflexfio em torno do eixo x.
() Faca uma reflexdo em tomo do eixo y.
{g} Estique verticalmente por um fator de 3.
(h} Encolha verticalmente por um fator de 3.
Explique come obter, a partir do grifico de v = f{x), 05
graficos a seguirn:

{a) ¥y = 5f(x)

by y=filx—35)

(c) ¥ = —f{x)

@) y=-5fv

fe) v = f(5x)

() v = 3f(x} — 3

O grifico v = f{x) € dado. Associe cada equagio com seu gré-
fico e dé razdes para suas escolhas.

{a)y v = flx — 4
b y=fl)+3
(e) ¥ =11ix
() y= —flx +4)
(&) v=2f(x + 6}
@ 53 :
N :
2 ‘/"\\
-/ 5
/@y
i Y
; et Y Do :
6 3 0 3 6 X
2 =3

A O grafico de f € dado. Eshoce os grificos das seguintes
fungdes.

(.ll‘j v = f{.\ + a)
by y= flay + 4
(c) ¥ = 2f(x}

dy v= —if(x) + 3

5. O grafico de f € dado. Use-o para fazer o grifico das seguintes

funcoes.

{d) y = —f(=x)
¥
/'/-\K"‘
N
o K\‘\_Ux =t ¥

§-7 = O graficode v = /3
para criar uma funco cujo grafico € mostrado.

— x° ¢ dado. Use as trensformacdes




109 o
53

[ E——
[
-

8 {a} Como estiio relacionados o grafico de y == 2senx e o de
¥ == gen x? Use sua resposta ¢ a Figura 6 para eshbogar o
grafico de v = Zsenx,

(b} Como esté relacionado ao grifico de y = 1 + x o grifico
de v = x 7 Utilize sua resposta ¢ a Figura 4(a) para
sshogar o graficode y = 1 + J/x.

9-F4 0 Faga o grafico de cada fungiie, sem desenhar os pontos, mas
comecando com o grifico de uma das fungbes bésicas dadas na
Secho 1.2, ¢ entic aplicando as transformacbes apropriadas.

11
12
13
14.

21.

3.
24,

25,

26.

28.
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v {x & 1)
Ve dy+ 3
yeEl4+2eosx

v=4sen 3x

T el
MRS
47+ 4
3:]\‘6313.\%
p= Ia - 2x)

A cidade de New Orleans esti localizada a yma latitude de

30 °N. Use a Figura 9 para encontrar uma funcio que modele o
numero de horas do dia nessa cidade como uma fungio da
época do ano. Use o fato de que nessa cidade em 31 de margo
o0 Sol surge as 5h31 da manhi ¢ se poe as 6h18 da tarde para
verificar a precisiio de seu modelo.

Uma estrela varidvel € aquela cujo brilho alternadamente
cresce e decresce, Para a estrela varigvel mais visivel, Delta
Cephei, ¢ periodo de tempo entre os brithos maximos ¢ de 54
dias, o brilhe médio (ou grandeza da estrela) é 4.0, e seu brilho
varia de £0.35 em grandeza. Encontre uma fungio gue modele
o brilho de Detia Cephei como uma funcio do tempo.

(&) Como o grifico de y = fllx 1) estd relacionado com o
grafico de f7

() Esboce o grificode vy =5

{c} Esboce o grificode y =

nixl.

Use o grifico dado de f para esbogar o grifico y = 1/f(x).
Quais aspectos de f 580 0¢ mais importantes no esbogo de
¥ = 1/f{x)}? Explique como eles sio usados.

v
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Z8-30 7 Use s adigfio grifica para esbogar ¢ gratico de f + ¢ 8, fivy = 2red aln = 4l

Enconire fogo kb,

4L Ao =x+1, gl =2y, Alx)=x~- 1
2. fia=2x-1, gxy=x, Mo=1-x

B flo=~Nx-1, g()=x"+2, hxy=x+3

>
s 4. j‘(x}:?i—[. gix)=cosx, Mx)=x+3
- @55 L Expresse na forma as fungoes fo g
38. Cy . . o -
' 8, Fx) = (04 8. F(x) =sen(\/7)
PR 4. G = ri ; % Gl = _1 5
7 Y 49, ulty = oost 50, wn = B

51-83 1 Expresse na forma as funges fogo k.
8. H{zx)=1— 3~ 52, H(x) = /5 — 1
53, H(x) = sec'(\/x)

2132 = Encontre £+ g. f — g. fg e f/g, e estabeleca os dominios.

. flo) =t 4 25, gl =3x"—1 54. Use a tabela para determinar o valor de cada expressio.
2 ) =T+ x glo=yT 7% (a) flg(1) By g(f (1)) ey FFUN
(@) glg(1)} {e} (g=f)3 (0 (f°9)8)
33-34 © Use os grificos de f e g € o método da adigio grifica para v i 2 3 4 s e
esbogar os grificos de £ + 4. - . | ) -
3B fl=x glx)=Llx # f(x)=x" glx)= —x? gh B3 R z
55, Use os grificos dados de fe g para determinar o valor de cada uma
43 0 Encontre as fungdes feg.g°f. fefege g eseus das expressdes ou explique por que elas ndo estio definidas.
dominios. o .
(a) flgt2n {b) g f(ON () (feghtl)
B0 =20 -x gl = 04D () (ge/)6) te) (g =g)(~2) (F) (fo£)i4)
®. fo=1-x, gxy= Ix 3

3. f{x)=sen x, 57{,\’)::1..\[;

B AN =1-3x gy =50+ 3x+ 2 \/

1 x+1
38 flx) = x4 -, X}
fix) H.x glx} 0 o~




55. Use os grificos dados de fe g para estimar o valor de f{g(x))
parax = —3, —4, 3, ..., 5. Use ¢ssas esfimmativas para
eshogar o grifico de fo g

57. A queda de uma pedra em um lage cria ondas circulares que se
espatham a uma velocidade de 60 cm/s.
{a) Expresse o raio desse circulo como uma fungio do tempo ¢
{em segundos).
(b} Se A é a drea do circulo como uma fangfo do raio,
enconire A © r e interprete-a.

sg Um avido estd voando a uma velocidade de 350 mi/h, a uma

altitude de 1 milha, e passa diretamente sobre uma estagio de

radar po instante # = (.

(a) Expresse a distincia horizonial de v6o o {em miihas) como
uma fungio de 1.

{bj Expresse a distdncia s entre o avifio e a estacio de radar
como uma fungio de 4.

{c) Use a composigio para expressar s como uma fungo de .

59. A funcio de Heaviside / ¢ definida por

0 ser<<0
Hip =
I sei=0

Essa fungdo € usada no estudo de circuitos elétricos para
representar o surgimento repentino de corrente elétrica, ou
voltagem, quando uma chave € instantancamente ligada.

{2) Esboce o grifico da fun¢io de Heaviside.

{b) Esboce o grifico da voltagem V(z) no circuito se uma
chave for ligada no instante + = 0 ¢ 120 volts forem
aplicados instantaneamente no circuiio. Escreva uma
férmula para V{z) em termos de H{t).

(¢) Bsboce o grafico da voltagem ¥{#} em um circuito quando
¢ ligada uma chave em ¢ = 5 segundos e 240 volts sdo
aplicados instantaneamente no circuito. Escreva wma
férmula para V() em termos de H{z}. (Note gue comegar
em 7 = 5 corsesponde a uma translaciio.)

James Btewsnt UaPiTaLg 1 runCd

58 A fungiio de Heaviside definida no Excrcicio 59 pode
também $ET Wigda para defipir wma fungieo rampa

¥ = ctH{th Uhg representa um crescimento gradual na

vollagem U Sorenie no circuito.

(a) Esboce 0 grifico da fancio rampa y = tH{1).

{1) Esboce o gréfico da voltagem Viz} no circuito se uma
chave for figada no instante 7 = 0 e a voltagem crescer
gradualmenge até 120 volts em wm intervalo de 60
segundos. Bscreva uma formula para V{r) em termos de
Rty parar = &0,

fc)

Esboce 0 gréfico da voltagem Vi#) em um circuito se
e =7 s for ligada uma chave ¢ a voliagem crescer
gradealmente até 100 volts em um perfodo de 23
segundos. Escreva uma formula para V(z) em termos
de H(r) para ¢ = 32.

61. (a

Sl

Se glx) = 2x + 1ehlx) = 4x” + dx + 7, encontre
uma funglo £ tal que fo g = h. (Pense sobre quais

Z?}Cmﬁ;OCS deveriam ser feitas em g para chegar em

(B} Se flx) = 3x + 5 ¢ h{x) = 3x® + 3x + 2, encontre
vma funglio g tal que feog = A

62. Se /() = x + 4 & hix) = 4x ~ 1, encontre uma fungiio
gulquegef= g

63. Suponha g uma fungfio par e sejah = f» g. A fungfio h é
sempre uma fungio par?

B4,

Supenha g uma funcho fmpar e seja it = fo g. A Tunglo h

é Simpre wma fungdio par? E se f for impar? E se f for
par?
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FIGURA 1
A janela retangular [a, B] por [e, d)

[

x=4

[

-2

{ayf-2,21por[-2,2]

4

j.

e i
‘g

-4

(b} [-4. 4} por [-4. 4

FIGURA 2
Graficos de f{x) = x* + 3

Nesta seciio vamos supor que vocd tenha acesse a vma caleniadora ou a um compatador
com um saffware grafico. Vamos ver como o uso desses dispositivos nos possibilita
fazer o grifico de fungbes complicadas ¢ resolver problemas complexos, que de outra
forma niio poderiam ser resolvidos. Yamos apontar também alguns dos perigos ocul-
t0s nessas miquinas.

As calculadoras grificas e os computadores podem fazer grificos bem precisos de
fungdes. Mas, como serd viste no Capitdo 4, sé por meto do caleulo podemos estar
segros de ter coberto todos 08 aspectos interessantes dos grificos.

Tanto caleuladoras quanto computadores exibem uma parte retangular do grifico de
uma fungho em uma janela de exposiciio ou tela de inspegiio. yue serd chamada agui de
janela retangular. A visdo-padrio sempre nos fornece uma imagem incompleta ou
enganadora, assim € importaate escother com cuidado a janela retangular. Se escolhermos
a variagBo de x de Xmin = a até Xomdx = b e os valores de y de Ymin = ¢ até Yindx = 4,
entdo a parte do grafico que estd no retingulo é

[a,b] X [e.d]={x.vfasx=bc=y=d}

mostrada na Figura 1. Vamos nos referir a ela como janela retangular (o, b] por [¢.d].

A miquina faz o grafico da fungdo f da mesma forma que vocé faria. Ela desenba
pontos da forma (x, f(x}) para um certo mimero de valores igualmente espacados de x
entre g ¢ b. Se determinado valor de v nilo estiver no dominio de §, ou se f{x) estiver
fora da janela retangular, ela vai para o proximo valor de x. A maguina conecta cada
pento com o precedente, formando assim uma representaciio do grafico de f.

EXEMPLEG 1 0 Em cada uma das janelas retangulares que se seguem faga o grifico de
Flx) = x* + 3.

(a} [~2,2] por[-2,2} (b) [—4,4] por[~4,4]
(¢} [—10,10] por {—5,30] (dy [—50,50] por {~100, }.000]
SOLUCAD Para a parte (a) escolbemos Xmin = —2, Xmdy = 2, Ymin = -2 e Ymdx = 2.

O grifico resultante estd na Figura 2(a). A janela estd em branco! Um instante de
refexdo nos dd a explicaciio: observe que x* = 0 para todo x, logo x* + 3 = 3 para todo
x. Assin a imagem da fungio f{x) = x° + 3 é {3, =). Isso significa que o grdfico de f
estit inteiramente fora da janela retangular [—2.2] por [~2. 2].

Os grificos para as janelas retangulares das partes (b, (¢) e (d} estio na Figura 2.
Note que em (c) e {d) a visio estd mais completa, porém em (d} nio fica claro gue o
intercepto v € 3.
kY 1.000
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|
: L : 1
Q9 - ‘ 1} 50 ¢ ‘ S0
-5 iyl
(€3 1-10, 10} por [ - 5, 30} (d) |- 36, 507 por [~ 100, 1.0600]




e -3
-1
FIGURA 3
5
. 5
-5
FIGURA 4
20
FIGURA 5 -
a,

Fixy=x - 150
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A partir do Exemplo 1 vemos que a escolha da'jancla retangular fa? uma grande dife-

renga no aspecto do grifico. Algumas vezes, para obter uma visio mais completa ou mais
global de grifico. € necessdrio ampliar 2 janela. No exemplo a SCZUIT VEITmOos gue um co-
nbecimente prévie do dominio ¢ da imagem da funcio di pistas de como selecionar a

Janela retangular.

Z 0 Determine uma janela apropriada para a fungiio f{x) = '8 — 2x% ¢ use-a
para fazer o grifico de f.

SOLUGAD A expressiio para f{x) estd definida quando
8—2x'=0 & 2x'=4§ <> yla= g

= x| =2 @ -2

2\<"\‘Jj§-:2'\—

logo a imagem de £ é o intervalo [0, 221,

Escolhemos a janela retangular de forma que o intervalo sobre 0 eixo x fosse gm
pouco maior que o dominio e o intervalo sobre 0 eixo y fosse um pouco maior que a
imagem. Fazendo a janela retangular ser [—3, 3] por [—1, 4], obtemos o grifico da
Figura 3.

EXERPLE 3 © Faca o grifico da funciio v = x* - 150x.

SOLUCAD Aqui o dominio é R, o conjunto de todos os ndmeros reais. Isso nio ajuda na
escolba da janela. Vamos fazer algumas experiéncias. Se iniciarmos com a janela
retangular [ -5, 5] por [ 5, 51, obteremos o grifico da Figura 4. Ele aparenta estar vazio.
mas, na verdade, o grifico esta tdo préximo de ser vertical que chega a se confundir com
0 eixo v,

Usando o recurso zoom da calculadora grifica para mudar a janela retangular para
[=20, 20] por [-20, 20], obtemos a imagem da Figura 5(x). O grafico aparenta ser for-
mado por retas verticais, mas sabemos gue isso nio estd correto. Observando cuidadosa-
mente enquanto o grifico estd sendo fefto, vemos que 0 processo se interrompe para depois
reaparecer. Isso indica que € necessdrio olhar com mais detalhes na direcdo vertical, dessa
forma, mudamos a janela retangular para [-20, 20} por [-500, 300]. O gréfico resultante estd
na Figura 5(b). Todavia, ainda ndo teros revelados odos os aspectos principais da funcio:
dessa forma, tentamos a janeta [-20, 207 por {~1.000, 1.000] na Figura 5(c). Tudo indica que
finalmente chegamos a uma janela apropriada. No Capitulo 4 veremos que reaimente o
gréfico da Figura 5(c) revela todos os principais aspectos da funcio.
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CALOULE

7 A aparénoia do gréafico na Figurs 6
depende da maguina usada. Os
graficos que vocé obtiver em sua
manquina podem ndo ser parecidos
com os destas figuras, mas com
certera sdo igualments imprecisos.

FIGURA 6

Grificos de f{x} = sen 50x
em quatro janelas retangulares

FIGURA 7
Flx) = sen S0x

LY ELERT a
LARMIT LY 9

Fagu o gréfico da funcio f(x) = sen 30x em uma janela apropriada.

SOLUGAD A Figura 6(a) mosira o grifico de | produzido por uma caleuladors grifica
usando uma janela retangular de [—12,12] por [ — 1,5, 1,5]. A primeira vista o grifico
aparenta sey razodved. Porém. se mudarmos para as outras janelas da Figura 6. o gritfico
mudard completamente. Alge estranho esta acontecendo.

A fim de explicar a grande diferenca no aspecto desses grificos ¢ achar uma janela
apropriada, € necessdrio encontrar o periodo da fungo v = sen 50x. Sabemos que o
periode da funciio y = sen x € de 24 assim, o perfodo de y = sen 50x é

Isso sugere que devemos trabathar com os valores pequenos de x para mostrar somente
algumas oscilagdes do grifico. Se escothermos a janela [-025, 0,257 por [-1.5, 151,
obteremos o gréfico da Figura 7.

Vemos agora © erro que cometemos na Figura 6. As oscilagdes de y = sen 50x sdo tdo
répidas que quando a calculadora desenha pontos ¢ os une, perde o ponto maximo ¢ o
minime. dando assim uma impressio errada sobre o grifico. .

Vimes que a escolha de uma janela ndo apropriada pode levar a uma visio erronea do
grifico de uma fungio. Nos Exemplos 1 e 3 resolvemos o problema amphiando a janela, ao
passo que no Exemple 4 a reduzimos. No préximo exemplo examinaremos uma funcio para
a qual ndo existe uma unica jancla satisfatdria, gue revele a verdadeira forma do grifico.

EXEMPLE 5 & Faga o grifico da funcio f(x) = senx + o cos 100x.

SOLUGCAD A Figura 8 mostra o grifico de # produzido por uma caleuladora grifica com uma
Janela retangular de {-6,5, 6,5] por [-1.5, 1,5]. Ele se parece com o grifico de y = sen x,
talvez acrescido de algumas oscilagdes. Se dermos um zoom na janela [~0.1,0,1) par
[-0.1, 0.1] poderemos ver mais claramente a forma das oscilagdes acrescidas na Figura 9.




¢ Para evitar a reta estranha podemos
mudar a maneira de fazer ¢ grafico ra
calculadora de tal forma que os pontos
nao sejam conectados.

FIGURA 10

- : Jemes Stewen  CAPITHID T 7L

A razBo para esse COmportamento ¢sta no fato de que o sezundo termo.
Muito pequenc em comparagio Com O Primeirn, sen x. Assim. realmente precisamos de
dois grificos para ver a natureza verdadeira dessa funcio.

-6.5 +

165 B —
Y
FIGURA B FIGURA 9
. . - !
EXEMPLE § © Faca o grifico da fungio y = " .
- x

SOLUCAD A Figura 10{a) mostra ¢ grifico produzido por uma calculadora com uma
jamela [ 9, 9] por { -9, 91. Ao conectar os pontos sucessivos sobre 0 grifico, a
calculadora produz wm segmento de reta ingreme do topo até a base da tela. Esse seg-
menio de reta realmente nfo faz parte do grafico. Observe que o dominio da fungio

¥ = 1/(1 — x) é{x|x # 1}. Podemos eliminar a reta quase vertica) fazendo experiéncias
com uma mudanga de escala. Quando mudamos para uma janela menor [-4.7,4.7] por
{—4.7.4.7], obtemos um grifico muito melhor, como mostrado na Figura 10(b).
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EXEMPLE 7  Faca o grifico da fungio v = ¥/x.

SOLUCAD Alguns recursos graficos dispdem a imagem como na Figura 11, enquanto
outros produzem uma imagem como a da Figura 12, Sabemos da Seciio 1.2 (Figura 13)
que o grifico na Figura 12 estd correto; assim, o que aconteceu na Figura 117 A
explcacio disso € gue, em algumas maguinas, x'* € computado como ¢“?"* e In x nio
estd definida para x << 0. Logo, somente a metade 2 direita do grafice € produzida.

B
()

FIGURA 11 B
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(@y=x +2x _ (byyv=x'+x

FIGURA 13

Viarios membros da familia de fungQes
=4 ox @m seus graticos na janela
C2bpor 25,2501

Voo deve experimentar com sua mdquing para ver qual desses dois erific
produzido. e obtiver o grafico da Figura 17, podud bi or @ imagem corets fazende o

grafico da funcio

x L
FUx) = e o |
S
Observe que essa fungio € igual a +/x {exceto quando ¥ = O). E

Para entender como a expresso para uma foncdo relaciona-se com seu grifico. & -
pmvcztosc; fazer o grafico de wma familia de funcdes, iste €, uma colecao de fungdes
cujas equaghes estio refacionadas. No exemplo a seguiy Lm,mos os grificos de membros

de uma familia de polindmios cibicos.

EXEMPLO 8 © Facu o grifico da fungiio v = 7 +
mudard o grafico quando fizermos ¢ variar?

ox para varios valores de ¢. Como

SOLUCAD A Figura 13 mostra os grificos da funcio v +oexparac=2,1,0,—-1e¢
~2. Vemos que, para 08 valores posilivos de ¢, o grifico é crescente da esqu;.rda para
direita sem ponto de maximo ou de minimo (picos ou vales. Quando ¢ = 0, a curva é
achatada na origem. Quando ¢ € negativo, a curva tem um ponto de méiximo e um ponto
de minimo. A medida que ¢ decresce, o ponto de maximo fica cada vez mais alto, e o
ponto de minimo, cada vez mais baixo.

EXERMIPLO S = Encontre as solugdes da equacio cos x = xcom duas casas decimais de precisao.

SOLUGAC As solugBes da equagiio cos x = ¥ sd0 as coordenadas v dos pontos de intersecio
das curvas y = cosx e v = x, Da Figura 14(a) vemos que Bl wma tdnica solugio e ela estd
entre 0 e 1. Dando um zoom na jamela [0, 1] por [0, 1], vemos. da Figura 14(b). que a
solugdo estd entre 0.7 ¢ 0.8, Damos mais um zoom para a janela [0.7.0.8] jpor [0,7.0,8] na
Figura 14{¢). Movendo o cursor para o ponto de intersecio das duas curvas, ou por
inspecio e pelo fato de que a escala em x € 0,01, vemos que a solugiio da equagio € cerca
de 0,74, (Muitas caleuladoras possuem dispositivos que fornecem pontos de intersecio.)

: ng

FIGURA 14

Localizagio das solugdes {a) (=5, 5] por |- 1.5, 1,5] (b} {0, 1] por {0, 1] () [0.7.0.8] por [0.7. 0.8}

decosx=x escalax = ]

escalax = 0.1 escalax = 061
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1. Use uma calewladora grafics o um compuiador para determi-
nar qual das janelas retangulares dadas produz o grdfico mais
apropriado da fungio flx) = x* + 2,

(&) [~2.21por[-2.2]

(by [0, 4] por [0, 4]

fey [—4.4] por{—4,4]

tdy [~8.8] por{—4, 40]

te) [—40,40] por [ 80, 800]

2. Use uma caleuladora gritica ou v computador para determi-
nar qual das janelas retangulares dadas produz o grifico mais
apropriado da fungdo fix} = x° + 7x + 6.

@) [~5,5} por 5, 5]

by [0, 10] por [ -20, 100]
©) 15, 8] por {20, 100]
(dy [—10,3] por [~ 100, 20]

3. Use uma calculadora grifica on um computador para determi-
nar qual das janeias retangulares dadas produz o grifico mais
apropriado da funciio f{x) = 10 + 25x — &

(ay {—4,4ipori—4.4]

{5y [—10. 107 por [ —10. 10}

(¢} [—20,20] por [ 100, 100]
(dy [~ 100, 100] por [—200, 200]

4. Use uma calcutadora grafica ou um computador para determi-
nar gual das janclas retangalares dadas produz o grédfico mais
apropriade da funcio flx) = Bx — x%,

{a) [—4.4]por [—4.4]

() [—5.5] por [0, 100]

(c) [~10,10] por [~ 10, 40]
(& [-2,101por [ —2.6]

815 o Determine uma janela retangular apropriada para a funcfo
dada e use-a para fazer o grifico da funglo.

5 f{x) =354 20x — x° B, f(x) = X'+ 30 + 200x
7. fl) = 00lx — ¥ + 3 B f00) = lx + 6} O
8 fio = Y81- 10 /() = J0lxs 20
L 100 . X

M fl = ¥ 4— £ R S

fo= F4 : 7+ 100
13. f(x) = cos 100k . f(0) = 3 sen 120x
15, f(x) = sen (40) 16 v = 1z 25x
1y = e 18, vy = 3+ 0,02 sen 30«

3.

20.

Faga o grifico da elipse 4x7 + 237 = por meio dos graficos
das fungdes que $30 a metade superior e inferior da elipse.
Faga © grdfico da hipérbole 37 — 9% = { por meio dos grafi-

cos das fungbes que sfo a metade superior ¢ inferior dos Tamos
da hipérbele.

- Encontre todas as solucGes da equaciio com duas casas

i :
decimais de precisio.

2t
22.
23.

24,

25.

28,

21
8.

23,

e Gy 4 =)

=gy -

f M N =

Vimos no Exemplo 9 que 3 equagio cos ¥ = x tem exatamente

uma solucio.

{2} Use um grafico para mostrar que a equacio cosx = 0 3x
tem uds solugdes ¢ encontre-as com duas casas decimais
de precisdo.

{h) Encontre um valor aproximade m tal que & equagho
cos x = mx tenha exatamente duas solugbes.

Use os grificos para determinar qual das fungdes f(x) = 1027
e gla} = x°/10 &, em gitima anglise, maior {isto &, maior
gquando x for muito grande).

Use os grificos para determinar qual dentre as fungdes
flx) = x% — 100x° e glx) = x° &, em dltima andlise, maior.

Para quais valores de x é valido que |sen x ~ x| < 0,17

Faga o grafico dos polinbmios P(x} = 3x% ~ 5x% + 2xve

O(x) = 3x% na mesma tela, usando primeiro & jancla retangula
[—2, 2} por [—2.2) e entdo mudando para [~ 10, 18] por

(= 10:000, 10.000]. O gue vocé pode observar a partir desses
graficos?

Neste exercicio consideramos a familia de fungdes f(x) = x
onde 71 € um intRiro posiive.

{a) Faga o grifico da fungio raiz y = ‘:‘E, y=wxe
¥ = /x na mesma tela usando a janela retangular
[—1.4]por|—1.3].

(b) Faga o grifico das fungdes v = x. ¥y = Jxey = {
mesma teta usando a janela retangular [~ 3, 3] por {-2.2].
(Veja o Exemplo 7.)

-

{c) Faga o grifico das fungdes v = /x, ¥ = Jx, ¥y = Jxe
¥ = /x na mesma iela usando a janela retangutar [ 1, 3]
por{—1.2].

{d) Que conclusdes vocé pode tirar desses graficos?
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30

31

32

33

34

35.

36.

TALCWLD Edizgra Thomsss

MNeste exercicio consideramos a Tamiba de funedes f{

onde r € um inteiro positivo,

{a) Faca o grafico das fungfes ¥y = I/x ey = 1/x" na mesma
tela nsando a janela retangular [—3,3] por [ -3, 3].

(b} Faga o grifico das fungdes v = I/x e vy = 1/x* na mesma
tela usando a janela retangular dada na parte (a),

te} Faga o grifico de todas as funcdes das paries (a) ¢ (b) na
mesma teha usando a janela retangolar [~ 1, 3] por [—1. 3.

{8 Que conclusdes vocd pode tirar desses graficos?

Faca o gréfico da funciio f{x} = x* + cx? + x para varios

valores de ¢. Como mudard o grifico quando ¢ variar?

Faga o grifico da fungiio f{x} = /1 + cx? para vérios valores

de o. Desereva como a vartagio de ¢ afeta o grafico.

Faga ¢ grafico da fungio y = "2 7" x = O, para n f(x) = 1,2, 3,

4.5 e 6. Como varia o grifico com o crescimento de 17

As curvas com equaches
|

¥ = *—!‘r—“f

VO T X

sio chumadas carvas ponta de bala. Faca o grafico de

algumas dessas curvas para entender o porgué de seu nome.

O que acontece quando ¢ cresce?

O que acontece com o grifico da equagdo ¥* = cx® + 1% com

a variagio de ¢7

Este exercicio explora o efeito da fungdo interior g sobre a

funciio composta ¥ = f{g(x)).

{a) Faga o grifico da fungiio y = sen{+/x ) usando a janela
[0.400] por {~1.5.1,5]. Quat a diferenga entre esse
grifico e o da funciio seno?

{b) Faca o grifico da fungio ¥ =sen{x’) usando a janela
[—5. 5} por [~1.5. 1.5}, Qual a diferenga com esse grifico
e o da fungiio seno?

37,

Asf

ras a SSEJ‘J’;E MOSIran 0% g

de sen 2x. conforme 20 exibides por uma calouladora
grafica T1-83.

-

¥ = sen Y6y v o= sen Ly
O primeiro grifice ¢ mexato. Explique por que os dois
gréaficos aparentam ser idénticos. {Dica: A janela grafica
da TE-83 ¢ de 95 pixels, Quais pontos especificos a
calculadora desenha?]

3. O primeiro grifico da figura a seguir € aguele que vma
calculadors grifica TI-83 exibe como fangiio y = sen 45x. Ele é
incorreto e, portanto, para ajudar a explicar sua aparéncia.
desenhamos a curva em questio no modo pontual da caleuladora
obtendo ¢ segundo grifico.

Que duas curvas senoidais a calculadora aparenta estar
desenhando? Mostre que cada ponto do grafico de

¥ = sen 453 que a TI-83 escolthe para desenhar esta, de fato,
em uma dessas duas curvas. (A janela grdfica da TI-83 ¢

de 95 pixels.}

Funcoes Exponenciais

A funglio f{x} = 27 ¢ chamada fungdo exponencial, pois a varidvel, x, é 0 expoente. Ela
ndo deve ser confundida com a fungio poténeia g(x) = x°, na qual a varigvel & a base.
Em geral. uma funcéo exponencial ¢ uma fungio da forma

fla)=a

onde @ € uma constante positiva. Vamos recordar o que isso significa.
Se x = g, um inteiro positivo, entio

a’ =
Se x =0, entio¢® = l,esex = ~n, onde n ¢ um inteire positivo, entdo
a'--n — 1
a”

Se x for um nlmero racional, x = p/q, onde p e ¢ s30 inteiros e g > 0, entfio

a'=a ~a

ol — ’/— Fal
G e Y ap — (\Q/L’Z)E

=




FIGURA Y

Representagiio de y = 2, x racional

: Uma prova dessa afirmacéo € dada
em . Marsden & A. ¥Weinstein,
Calculus Unlimited {iMenlo Park, CA:
Benjamin/Curmmings, 1980}

FIGURAZ

:
y =12, xreal

James Stewsrt LAPITULG 1 FU

Mas, gual o significado de a” se x for um nimero irracional? Por exemplo, qual o signifi-
cado de 2¥° ou 577

Para ajudd-io a responder a essa questdo olhamos primeiro ¢ grifico da fanciio y = 27,
no qual x € racional. Uma representagio desse grifico enconira-se na Figura 1. Queremos
alargar o dominio de y = 27 para mncluir 0s ndmeros racionais ¢ irracionais.

¥

No grifico da Figura 1 existem buracos correspondentes aos valores irracionais de x.
Queremos preencher os buracos definindo f{x) = 27, onde x € R, de modo que fseja uma
funcio crescente. Em particular, uma vez que o niimero irracional +/3 satisfaz

17</3<18
devemos ter
2w

e sabemos que 27 ¢ 2'F t8m um significade, pois 1,7 e 1.8 sio nimeros racionais, Da mesma
forma, usando as melhores aproximagdes para /3, obtemos melhores aproximagdes para 27°:

AL 2\{"2 AL

21.?32 o« 2x3 o D17

173 < /3 <174 =
1732 <3 <1733 =
17320 < 3 < 17321 =
.

1,73205 < /3 < 1.73206

21T - 2\4‘3 < 1
AL, MR 172208

Pode ser mostrado que hé exatamente um numero maior gue todos os pimeros

b7 1,73 172 AL 173208
28 2l R 2R \
€ menor gue todos os nimeros
1.8 1,74 1733 17324 §T306
288, 2hE gk, e, 2 Ve

Definimos 2V como sendo esse nimero. Usando o processo de sproximagiio precedente
pedemos computi-lo corretamente com seis casas decimais:

7% = 3321997

Da mesma forma, podemos definir 2 (ou a*, se @ > ) onde x é um nimero irracional
qualguer. A Figura 2 mostra como os buracos da Figura 1 foram preenchidos para com-
pletar ¢ grifico da fungio f(x) = 2" x &€ R,



Se 0 < g < |, 8riAo @ aproxma-se

de 0 a medida gue x cresce. Sea > 1,

entdo a* tende a 0 conforme x
decresce por valores negstivos. Em
ambos 05 $AS08 © B0 X & UMA
assintota horizontal. Esses assuntos
serao discutides na Secac 2.6

FIGURA 3

(13

\\Mw

e

0 X

(ayv=a B<a=ll

FIGURA 4

Na Segao 5.6 apresentaremos uma

definicdo para a fungac exponencial
Gue vai nos capacitar a dar
demenstractes simples para as Leis
dos Expoentas,

wy na Fig

PP SV
4 0 DATA VA

dficos dos membrts da familia de funcdes v = :
valores da base a. Note que w0dos esses grificos passam pelo mesmo ponte (00 1) pois

(LR 4 P TR g . T ] e P 1S Prpre .
a” = 1 para e # 0. Obhserve que a fungio exponencial cresce mais rapidamente & med
que o fica cada verz malor {para x > (.

Vocé pode ver na Figura 3 que basicamente existem trés tipos de funco exponencial
v=a". 8e0 < a < 1.afungho exponencial decresce; se ¢ = 1, ela é uma constante; e se
a = 1.elacresce. Esses trés casos estao na Figura 4. Observe que se a # 1, entiio a fungio
exponencial y = ¢” tem o dominio R e a imagem {0.%). Além disse, uma vez que
(1/a)* = 1/a" = a ™, o grifico de y = (1/a)" ¢ a reflexdo do grifico de v == a* em tomo
do eixo y.

y=1

Urna raz@o para a importéncia da fungdo exponencial estd nas propriedades a seguir. Se
x ¢y forem mimeros racionais, entdo essas propriedades sdo bem conhecidas da dlgebra
elementar. Pode-se provar que elas permanecem verdadeiras para nlimeros reais arbitririos
xey.

igi dos Dxpoestes  Se g e b forem nlmeros positivos € x e v, nimeros reais quais- |
quer, entio

1@ = g'at 2. a7t =

|

3 (a*) = av 4. {ab) = a'b"




Para urma revisdo sobre a3
reflexéies e desipcamentos de
2

graficos, vela a Secao 1.2

FIGURA S

O Exemplo 2 mostraque ¥y = 2
atimenia mais rapidamente que y =
Fara verificar quao rapidamente
Fixy = 27 cresce, vamos fazer o
sequinte experimento mental.
Comegaremos com um pedago de
papel corm wna espessura de i
rnilésimo de polegada e vamos
tobra-lo pela metade 50 vezes. Cada
ver quz dobramos o papel pela
metade, a sua espessura se duplica;
assim, a sua espessura resultante sera
de 2%/1.000 polegadas. Que espessura
vacé acha gue isso representa? De
fato, is50 & mais que 17 mithoes

de mithas!

2]
@

Jdames Sewarn
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imagen.

Esboce o gréfico da funcao v = 3 — 27 e determine sey dominio o

SOLUCAD Primeiro refletimos o grifico de ¥ = 2" {meostrado na Fisura 2y em torno do
eixo x para obter o gréfico de v == ~2* na Figury S{b). A seguir deslocamos o grifico de
= 27 3 unidades para cima, para obter o grifico de v = 3 - 2°

b na Figura 5(¢). O
dominio ¢ K ¢ a lmagem, (—2=, 3).

FIGURA 6

,,,,,, - SR
¢ X “"\\U x 4]
“1 ™
'\\”
hY
A
Y
(a)y =7 byy= -2 (yr=3-2"
ERLBAPLD 2+ Use um recurso grifico para comparar a fungiio exponencial f(x) = 2% ¢

a fungio ponciz glx) = x*. Qual funcio crescerd mais rapldamente quando x for
grande?

SQLUCAG A Figura 6 mosira os grificos das duas fungdes na janela retangular [—2, 6]
por [0, 40}. Vemos que os grdficos se interceptam rés veres, mas, para x = 4, 0 grafico
de flx) = 2" fica acima do grafico de g{x) = x*. A Figura 7 d& uma visio mais
abrangente ¢ mostea que, para grandes valores de x, a fungiio exponencial ¥y = 2° cresce
muito mais rapidamente que a funcio poténcia y = x2,

40 250

0

FIGURA 7

Aplicactes das Funcbes Exponenciais
A funcio exponencial ocorre freglientemente em modelos mateméticos da natureza e da
sociedade. Vamos indicar brevernente aqui como cles surgem na descricio do crescimento po-
pulacional e decaimento radioativo. Em capftulos posteriores daremos essas e outras aplicages
com mais detalhes.

Vamos considerar primeiro uma pupulacio de bacténias e um meio natriente homogéneo.
Suponhamos que fazendo amostras da populaciio em certos intervalos fique determinado que a
populagio dobra a cada hora. Se o ndmero de bactérias no instante 7 for p(s}, onde ¢ € medido
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TABELA 1

Populacho

i

2000

FIGURA 9

Modele exponencial para o
crescimento populacional

em horas, e a populagfo micial Tor p(() =1 000, entdo

p(1y = 2p(0y = 2 % 1000

i

p(2y = 2p(1) =27 X 1000

p3y=2p(2) = 2* X 1000
Desse padriio parece que, em geral,
pl) =2 X 1000 = (1.000)2

A fungiio populagio € um miiltiplo constante da fungiio exponencial v = 2; logo, ela exibe
0 rapido crescimento gue observamos nas Figuras 2 ¢ 7. Sob condigdes ideais (espago ¢
alimenios ilimitados e auséncia de doengas) esse cresclmento exponencial € tipico do que
ocorre realmenie na nanireza.

O que pode ser dito sobre a poputagio? A Tabela 1 mostra os dados da populagio
mundial do século XX, ¢ a Figura 8 mostra o correspondente mapa de dispersiio.

p

5% 18° +

léOO 1920 I §4O 1960 1980 2000 ¢

FIGURA 8 Mapa de dispersdo para o crescimento populacional mundial

O padrio dos dados da Figura 8 sugere um creschmento exponencial; assim, se usarmos
uma calculadora grifica com capacidade para uma regresséo exponencial por minimos
quadrados, obteremos o seguinte modelo exponencial:

P = (LOOBO79266) « (1 013731y

A Figura 9 mostra o grafico dessa funcfio exponencial junto com os pontos originais,
Podemos ver que a curva exponencial se ajusta razoavelmente aos dados. Os periodos de
lento crescimento populacional podem ser explicados pelas duas guerras mundiais e pela

depressio dos anos 30.
P

6 % 10°

L

1960

908 1930 1940 W80 2000 *
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FIGURA 10
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EXEMPLO 3 . A vida média do estrbncio-90, “Sr. & de 25 anos. Isso significa que a
metade de gualguer quantidade do ™Sy vai se desintegrar em 25 anos.

{a) Seuma amostra de *'Sr tiver uma massa de 24 mg. encontre uma expressio para a
massa mif) que sobraréd apds 7 anos.

¢b) Incontre a massa remanescente apds 40 anos. correta até o miligrama mais préximo.
{c) Use um recurso grafico para fazer o grifico de 7e(r) ¢ use esse gréfico para egﬁm 0
tempo necessdrio para que a massa fique reduzida a 5 mg.

SOLUEAD
{a} A massainicial de 24 mg € dividida ao meio a cada periodo de 25 anos. assim

mi25) = 1(2»3)

1 1
50) = — « —(24) = ——(24
m{50) 5 2( ) St )
11 1
i(73) = 5 ?(24) = —7(24)

m{100} = — %(24) = —(24)

Trate-se de uma funcio exponencial com a babe a
(b) A massa remanescente ap6s 40 anos é
m{40) = 24 - 27 =~ T 9 mg

(c) Usamos uma calculadora grifica ow um computador para fazer o grifico da fungio
m(r) = 24 - 27 que estd na Figura 1(4. Nele estd também a reta m = 5, e usando o cursor
podemos estimar que m{f) = 3 quando r = 37, Dessa forma, a massa da amostra ficard
reduzida a 5 mg apds cerca de 57 anos.

O Nimero ¢

Pentre todas as bases possivels para uma funcfo exponencial, hd uma gue € mais conveniente
para os propdsitos do célenlo. Na escolha de uma base o pesa muito a forma como a fungdo
y = a” cruza o eixo y. As Figuras 11 e 12 mostram as retas tangenies 2o gréfico de y = 2% ¢

b - ¥

FIGURA 11

FIGURA 12
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FIGURA 13

A fungho exponencial natural cruza

0 €150 ¥ vom uma inclinacio 1

P= %t - £1% L - . . . - - -

¥ 700 ponto (0. 1) (AS retas tangentes serio definidas precisamente na Seciio 1.7 por
VI YAIMOS pensar a reie lngente zo grafico da exponencial em um ponto como a reta que
£ e ey . . P ~ . . - .

toca 0 gritfico em um dnico ponto.) Se medinmos as mehinaches das retas tungentes em

{0, 1), encontraremos = (.7 para y = 2 e == 1.1 para v = 37

Conforme serd visto no Capltalo 3, as férmulas do calonlo ficam muio aimplificadas
quando escoihcgmslp&m a base ¢ aquela para a qual resulta uma reta tangente ¥ = g7 em
{0, 1) com nma inclinacho de exargmente 1 {veja a Figura 13). Esse niimero existe {como
Veremos na Seg:a"m 5.6) realmente e ¢ denotado pela letra ¢. (Essa notaclio foi escolhida
pelo matematico sufco Leonhard Euler em 1727, provavelmente por ser a primeira letra da
palavra exponenciol } Vendo as Figuras 11 e 12, ndo nos surpreende que o nimero ¢ esteja
entre 2 ¢ 3 ¢ o grafico de y = “oentre v = 2% ¢ y = 37 (veju a Figura 14). No Capitule 3
veremos que o valor de e, correto até o quinta casa decimal, é

e= 271828

FIGURA 14
a e Yoy - b P .
EAEMPLD 4 - Facao grifico de y = [¢™ — | ¢ estabeleca qual o dominio e a imagem.
SCLUCAD lCome.gztmos com o grifico de y = ¢ das Figuras 13 ¢ 15(a) ¢ o refletimos em
torno do exo ¥ para obter o gréfico de ¥ =& " ilustracdo na Figura 15(b). (Note que essa
Curva cruza o erxo y com uma inclinagio de —1.) Entio comprimimos verticalmente o grifico
por um fator de 2 para obter o grifico de v = ¢ mostrado na Figura 15(¢). Finalmente
deslocgmes 0 gr-afwo para baixo uma unidade, para obter o que foi pedido na Figura 15(d). O
dominio € K e aimagem é (1 20),
¥ v
E 1 v ¥ hS
\ ( k
A
Y,
I 1 1
/ \‘.‘\m\"m“
- “O x ) & X T G x
{@y=¢ Dyy=e- ; PR

FIGURA 1S

€) y = fe

A que distincia 4 direita da origem vocé estars quando o grifico de y = & ultrapassar
ThAnT Lt v . . o 3
1 milhdo? O préximo exemplo mostra a rapidez do crescimento dessa fungio dando uma
FESPOSEA & e85 pergunta que poderd surpreendé-lo.




FIGURA 1B

‘é5 Exercicios

Llse um recurse gri

SOLUGAQ Na Figura 16 fizemos os graficos de ¥y = e® @ dareta horimg
Vemos GUE essas curvas se interceptam quando x = 138, Assig

x> 13.8. £ realmente surpreendente que a funciio exponencial j4 ;ﬂ
gquando x € somente 14, '

James Stewart  LaPityip s 7

h
L]

100 para enconirar 08 valores de x parg # o 1000 000,

1 060 000,
guindo
1 1 hithao

15 % W

vo= 1

W

1. (&} Escreva uma equaco que defina a fungio exponencial com
hase a = .
{b) Qual é o dominio dessa funclo?
(¢} Sea = 1, qual aimagem dessa fungio?
{d} Esboce a forma geral do grifico da funciio exponencial nos
SEQUINIES Cas0s.
(1 a>=1

(i a=1 Gity 0 =g <1
2. (a} Como é definido o niimero ¢?
(b} Qual o valor aproximado de e?
(¢} Qual a fangio exponencial natural?
. s -
%}g‘f 3-8 0 Faga em wma mesma tela os grificos das fangdes dadas.
Como estdo relaciopados esses graficos?
3y=2% y=¢%, y=5, y=20°
4 y=ef, y=et, y=§. y=§

5.ov=3. y= 100, y=0F, y={5)
By =09, y=0&, y=03 y=0p

i

F-1Z U Eaga um esboco do grifico de cada fungio. Nio use calcu-
jadora. Utilize somente os graficos dados nas Figuras 3¢ 14 ¢, se
necessdrio, as transformagdes da Se¢io 1.3,

Lyv=4-3 8 o= g
8 yo= 2 10 vy = 1+ 2

M oy=3-¢ 12 v =2+ 5(1 - &)

13. Comegando com o grifico de y = ¢*, escreva as equagbes
correspondentes aos gréficos que resultam de
{a) destocar 2 unidades para baixo
(b} deslocar ? unidades para a direita
{¢) refletir em torno do eixo x
{dy refietir em torno do eixo y
ey refletir em torno do eixo x e, depois. em torno do eixo v
4. Comegando com o grifico de » = &7, encontre as equagBes dos
grificos que resultam de

(2} refietir em torno dareta y =
(h) refletiremwomodarstax =2

i

Encontre o dominio de cada fungiio

15. (&) f(n) = w3 —
T+e

. i
(b} f{ﬂ e
e

18, {a) f() = senfe™
(b} fi) = V1-2

§ = Encontre a fungdo exponencial f(x) = €& cujo grdfico é dado
LY A E 18. . va
/
a.6 " )
i S o :

19. Se flx) = 5, mostre gue

fash-fy _ (3 ul)
i ) h

20. Suponha que vocé receba uma oferta para trabathar por apenas
um més. Qual das seguintes formas de pagamento vocg prefere?

E. Um milhdo de délares no fim do més.

H. Um centavo de délar no primeiro dia do més, dojs centavos
no segundo dia, quatro centavos no tercelre dia, e, em
geral, 277 centavos de délar no n-ésimo dia.

21. Mostre gue os graficos de f{x) = x7 e g(x) = 2* foram tragados
sobre uma matha coordenada com 1 polegada; entio, 2 uma dis-
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t@ncia de 2 pés & direita da origem & altura do grifico de f ¢ de (b Encontre a quantidade remanescente apds 7 horas.

48 pés, enquanto a altura do gréﬁca de g € corca de 2635 mithas. {c) Estime a guaniidade remanescente apés 4 dias.

fé% 22. Compare as fungdes fixy = x“egly) =5 por mejo de seus {d} Use um grafico para estimar o Iempo necessdnio para que &
grificos em véarias janelas retangulares. Encontre todas as massa fique reduzida a 0,01 g
intersecBes dos graficos corretas até uma casa decimal. Para Z2 77, Utitize uma caleuladora grdfica com capacidade para regressao
grandes valores de x. qual fungdo cresce mais rapidamenic? exponencial para modelar a populagio mundial com os dados de
%2 22 Compare as fungdes f{x) = x " e glx) = ¢ por meio dos 1930 a 2000 da Tabela 1 da pagina 60. Use o modelo para estimar
gréficos f e g em vérias janelas retangulares. Quando o grafico a populagdo em 1993 ¢ para predizer a populagio em 2010
de g ultrapassa o de f7 é% 28. A tabela fornece a populacio dos Estados Unidos, em mithoes,
B2 24. Use um gréfico para estimar os valores de x tais que parz 0s apos 1900 a 2000,

ity
el

2" > 1.000.000.000.

25. Sob condigBes ideais sabe-se gue uma certa populagio de
baciérias dobra a cada 3 horas. Supendo que inicialmente
existamn 100 bactérias
¢a) Qual o tamanho da populagio apds 15 horas?

{b) Qual o tamanho da populagio apos ¢ horas?

{c) Qual o tamanho da populacdo apods 20 horas?

() Faca o grifico da fungiio populagio ¢ estime o ternpo para
a populagio atingir 50.000 bactérias.

Use uma calculadora gréfica com capacidade para regressio

26. Um isdtopo do sodio, *Na, tem uma vida média de 15 horas. exponencial para modelar a populacio do pais desde 1900,
Umz amostra desse isétopo tem massa de 2 g. Utilize o modelo para estimar a populacio em 1925 ¢ para
(2) Encontre a quantidade remanescente apos 60 horas. predizer a populagio em 2010 e 2020,

Funcoes Inversas e Logaritmos

A Tabela 1 fornece os dados de um experimento no qual uma cultura comegou com 130
bactérias em um meio limitade em nutriestes; o tamanho da populacio foi registrado em
intervalos de haras. O nimero N de bactérias é uma funcio do tempo £: N = f{r).

Suponha, todavia, que o bidlogo mude de idéia e passe a se interessar pelo tempo
necessdrio para a populagio alcancar vérios niveis. Em outras palavras, ¢le estd pensando
em t como uma funglio de V. Essa fungdo, chamada fungdo inversa de f, é denotada por
/7', e deve ser Bda assim: “inversa de 1. Assim. ¢ = (V) € 0 tempo necessdrio para 0
nivel da populagdo atingir N. Os valores de f ' podem ser encontrados olhando a Tabela 1
a0 reverso ou consultando a Tabela 2. Por exemple, f71(550) = 6, pois f{6) = 550.

TABELA 1 ¥ como uma fungiic de ¢ TABELA 2 ycomo uma fungiio de N

5 350

i

A1

S86 56 g

i

Nem todas as funges possuern inversas, Vamos comparar as fungdes f e g cujo dia-
grama de flechas estd na Figura 1,

Observe que f nunca assume duas vezes o mesmo valor (dois fnpuss quaisquer em A
FIGURA 1 tém outputs diferentes}, embora g adquira 0 mesmo valor duas vezes (2 e 3 (Bm o mesmo




Na linguagem de mputs & outputs,
essa definicdo diz que 7 & um a um se
cade output corresponde a um Gnico

input
¥
| - Ny
A1 AN
A NS
I . N B
; Yy sl
\ !
| i \
| i
1 it
G & X, x
EIGURA 2

Esta funciio nfo € um a um,
pois f(x) = fx))

H

FGURA 3

by

Fflx)y = x"€éumaum

FIGURA 4

g{x) = x* 6éo é um a om

cutput, 41, Em simbolos,
g2} = g3
Flx) = flx:)

mas sempre gque x; # x,

Fungdes que tenham essa altima propriedade séo chamadas funcdes um a um.

R Uma fongio f € chamada funclie um a um se 212 nunca assume o
¢ mesmo valor duas vezes: isto €,

Flrd) # flxs)

sempre gue x; ¥ x;

Se uma reta horizontal intercepta o grafico de £ em mais de um ponto, emtfio vemos da
Figura 2 gue existem niimeros x; e x» tais que f{x,) = f(x;). Isso significa que { ndo é
uma fungfio um a um. Portanto, termos o seguinte método geométrico para determinar se a
fungio € um a um,

Tests dz Beta Hovizentsl  Uma funcio € um a um se e somente se toda reta
horizontal intercepta seu grafico ein apenas um ponto,

EXEMPLD T o A funclo fix) = 2’ é um a um?

SOLUCAD 1 Se x; # xu, entdo x7 ¥ x3 {dois nimeros diferentes nio podem ter 0 mesmo
cubo). Portanto, pela Definigdo 1, f(x) = x* & ym a um.

SOLUCAD 2 Da Figura 3 vemos que toda reta horizontal intercepta o grifico de f{x) = x°
em apenas um ponto. Logo, pelo Teste da Reta Horizontal, f é um a um.

EXEMPLD 2 & A funclo g{x) = " é um a um?
SOLUCAD 1 A funciio niie € um a um, pois, por exemplo,
gll) = 1 =g{-1)

e, portanto, 1 e —1 t€m o mesmo output.

SOLUCAD 2 Da Figura 4 vemos que existem retas horizontais que interceptam o grifico
de g mais de uma Vez. Assim, pelo Teste da Reta Horizontal, g nfio € um a um.

As fungdes um a um sdo importanies, Pois, precisamente, sdo as que possuem fungdes
inversas de acordo com a seguinte definico.

[Z] Definicde Seja f uma fungfio um a um com dominio A ¢ imagem B. Entio
sua funcfio inversa £ tem dominio B e imagem A, sendo definida por

fiy) = x

< flxa=y

para todo y em B.
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Essa definicho estabelece que se f transforma xom v, entiio f forma de voba v
A + em x. (Se f nido fosse um a um, entdo f 7 nidd seria definida de forma tnica s O diagrama
de flechas da Figura 5 indica que /7' reverie o efeito de f. Newe que
i
5

FIGURA S

dominio de /7 == imagem de f

‘ imagem de £~ = dominio de f

x', entio

Se fi1) = 5. f(3) = T ¢ f(8) =

10, encontre F N7, {5 e

SOLUCAD Da definicdo de £ temos

fH7 =3 porque F3y =7

S

fy=1 porque =
FH-1 =38

A

porque Fi8) = —10

O dingrama na Figura 6 torma claro que f 7 reverte o efeito de fnesse caso.

Aletra x ¢ usada tradicionalmente como a varidvel independente: logo, quando nos con-

centrarmos em f ' em vez de £, geralmente reverteremos os papéis de x ¢ v na Definicio
Z e escreveremos

I L

= x i

Substituindo y na Definicio 2 e x na (3), obtemos as seguintes eguagdes de
FIGURA B cancelamento:
A fungho inversa reverte fnpuls © oulpuls



FIGURA 7

2 No Exernplo 4, note como f' reverte
o efeito de F Afungdo [ estabelece que
“gieve ao cubo e eméo adicione 27;

F7' estabelece que “subtraia 7 e entdo
tome a raiz cibica”.

Jamas Slewart &7

JU e = x para wodo xem A

FUFH0Y = x paratodo xem B

A pnmum fei do cancelamento diz que se comegarmos em x, aplicando £ e, em seguida,
o Obinr&m(}s de volta x, de onde comegamos (veja o diagrama de miquina na qura 7.
Assim, 7 desfaz o que f faz. A segunda cquacio diz gue f desfaz o que £ faz

X el f ALY

Por exemplo, se f{x} = x’, entio F{x) = x¥*

FANFIE
JACANEY}

= y

Essas equacoes simplesmente dizem que a funcio cubo e a fungie raiz cibica cancelam-
se de modo reciproco quando aplicadas sucessivamente.

Vamos ver agora como computar as fangdes inversas, Se tivermos vma funcio v = f{x)
e formos capazes de resolver essa equagiio para x em termos de v, entdo, de acordo com a
Definigiio 2, devemos ter x = £ (¥}, Se quisermos chamar a varidvel independente de x,
trocamos ¥ por v ¢ chegamos a equacio v = f 7 (x).

E Como fcher a Funcle InvErsa de uma Funcds M Um a Um

Passo 1 Escreva y = f{x)

Passo 2 Resolva essa equagﬁo para x em termos de y (se possivel).

Passe 3 Para expressar /7' como uma fungio de x, trogue x por y.
A equaciio resultante € y = 77X},

EXEMPLD 4 = Encontre a fungho inversade flx) = % + 2

SOLULAD De acordo com (5) escrevemos

Entiio resolvemos essa‘equaciio para x:

Finalmente, trocando x por y:

Portanto, a funcho inversa ¢ f~1{x) = Jx — 2.

O principio de trocar x por ¥ para encontrar a fungio inversa também nos d4a um metOdO
de obter o grifico de 7" a partir de f. Uma vez que Fla) = bse e somentese £ (B =
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y =/
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FIGURA 10

o ponto {a. b} estd no grifice de [ se e somente se ¢ ponto (b, @} estiver sobre o grd-
fico de /7' Mas obtemos o ponto (b, ¢ de {a, b} refletindo-v em tormo da teta y = x
{veia o Figura 8).

{h, a}
T
A
. K -~
Y k) - //
i A
o e
x g X
‘/I/
¥ Y=X
# /‘/(
- e
s v
FIGURA 8 FIGURA S

Portanto, conforme ilustrado na Figura 9

O grifico de f 7' ¢ obtido refletindo-se o grafico de fem torno da reta y = x.

FXEMPLE 5 o Esboce os grificos de f{x) = v —1 — x e de sua fungfo inversa usands o
mesmo sistema de coordenadas.

SOLUCAG Esbocamos primeiro a curva ¥y = +/—1 — x (a metade superior da pardbola

y: = —] —xoux= Wyg — 13, e entdo refletindo em torno da reta y = x obiemos o
gréfico de 7 {veja a Figura 10). Conforme pode ser verificado em nosse grifico,
observe que a expressdo para 71 € fNx) = ~x* — 1,x = 0, Assim, o grificode f ' €
a metade 2 direita da pardbela y = —x" — 1, e isso parece razodvel pela Figura 10

gy ~ EP
1. Funcoes Logaritmicas

Sea > Qea # 1,afungio exponencial f{x) = ¢ € crescente ou decrescente. e, portapo,
um a um pelo Teste da Reta Horizontal. Assim, existe uma fungio inversa f ', chamada
funcdo logaritmica com base a denotada por log,. Se usarmos a formulagio de fungio
inversa dada por (3}

=y = fO)=x

ieremos

Dessa forma, se x > 0, entiio log, x € 0 expoente ao qual deve se elevar a base « para se
abter x. Por exemplo, log, 0,001 = —3 porque 107 = 0,001

As equagdes de cancelamento (4}, quando aplicadas a flx) =a e [ “Hx) = log, x,
ficam assim;

log.ia®) = x para todo x € R

@'t = x para todo x > 0
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FIGURA 11
N
’ y=hog,x
.
y=log,x e
: : o
o
FIGURA 12

MotagEo para Logaritmos
Na maioria dos livros de caiculo @
ciéneias, bem como nas calculadoras,
a notagao usada para 0s J0geriimos
naturais & Inx, encuanto ade log ¥ é
utilizada para “logaritmos comuns”,
log,ex. Em textos mals avangados de
matematica e leraturs cientifica, e em
linguagens de computagao, porem, a
notacao log x geralmente dencta o
logarmtme natural,

James Biowart LAPITULG L C

A funcio Jogarftmica log, tem o dondnio 0, 2) e & imagen 8. Seu grifico & a reflexse
do grafico de vy = " em torno dareta y = x.

A Figura 1] mostra o case em que g = 1. (As fungdes logarfimicas mails importantes gy
base o > 1.0 fito de que v = o’ € uma funcBo que cresce muito rapidamente para x > (egy
refletido no fato de que v = log, x € uma fungiio de crescimento mulio lento para x > 1,

A Figura 12 mostra os grificos de ¥ = log, x com virios valores da base a. Uma ve;
que log, 1 = 0, os grafices de todas as fungbes logaritimicas passam pelo ponto (1,0),

As seguintes propriedades das fungles logaritmicas reseltam das propriedades cor
respondentes das fungdes exponenciais dadas na Segio 1.5.

o

dog Lagari Se x e y forem nlimeros positivos, entio

-

logdxy) = log, x + log, ¥

x
2 loga(m = log.x — log.y
v

3 log.(x") = rlog.x (onde r é qualquer ntimero real)

FXEMPLE 6 = Use as keis dos logaritmos para calcular log, 80 — log. 5.
SOLUCAD Usando a Lei 2, temos

log, 80 — log, 5 = log. = log, 16 =4

porgue 2% = 16.

Logaritmos Naturais

R

De todas as possiveis bases a para os logaritmos, veremos no Capitulo 3 que a escolh
mais conveniente para uma base € ¢, definido na Sec¢do 1.5. Os logaritmos na hase ¢ s
chamados logaritmos naturais e #m uma nota¢io especial:

log.x=Inx

Se fizermos a = e ¢ substituirmos fog, por “In” em {6) e (7}, entdio as propriedades qu
definem a fungdo logaritmo natural ficam

Infe’) = x xe R

ent = x x>0

Em particular, se fizermos x = 1, obleremos

Ine =1

b
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Encontre x sendo In y = 5,

SOLUGAD T De (8) vemos que

nx=3 significa e =y

Portanto, x > i
(Se vocé tiver problemas comt a notagiio “In”, substitua-a por log,. Entdo a equacio -
torma-se log, x = 5: portanto, pela definicio de logaritmo, ¢ == X))

SOLUCAC 2 Comece com a equacio
Inx =5
e entdo aplique a fungie exponencial a ambos os tados da equacao:

lvx 3

¢t =g

Mas a segunda equagiio do cancelamento em (9) estabelece gue ¢™ = r. Portanto, x = ¢°. |

EXLIAPLT ¥ 7 Resolva a equagio ¢ 7™ = 10,

S0LUCAD Tomando-se o logaritmo natural de ambos os lados da equacdo e usando (9):

= In 10

5= 3x=Ini0

5 - Ini{

"
b
1

5~ In1o)

=
il

Uma vez que o logaritmo natural é encontrado em calculadoras cientificas. podemaos
aproximar a soligio para quatro casas decimais: x = 00,8991,

- H o .
Expresse Ina -+ ; In b como um tnico legaritmo.

SOLUCAD Usando as Leis 3 e 1 dos logaritmos, temos

Ina+ilwb=ha+ s

= Inlavh)

A [6rmula a seguir mostra que os logaritmos com qualguer base podem ser expressos
em termos dos logarimos naturais,

Férmuin Base Para todos os ndmeros positivos a (a = 1),
temos

H

j Inx

: log, x = —~—

Ina




et

FIGURA 13

Jemes Sewert sarituLg 1 7
o ‘Seja v = log, x. Entao. de {0). temos ¢ = 1. Tomando-se 0s Ingaritmos naturais

de ambos oz Tados da equagfo, obtemos ylnae = In x. Pontanto

As calculadoras cientificas ©m wma tecla para os logaritmos naturais; assim, a Férmula H
nos capacita a usar a calculadora para computar o logaritmo em qualquer base {conforme mostra
o priximo exemplo). Do mesmo modo, a Formula 10 nos pernuite fazer o gréfico de qualquer
fungio logarftmica em calewladoras ¢ computadores (veja os Exercicios 43 e 44).

Calcute logs 5 correta até a sexta casa decimal.
SCLUCAD A Fdormula 10 nos da

I
logy 5 = —— = 0773976
In8

2 No Exemplo 3 da Secio 1.3 mostramoes que a massa do *Sr que per-
manece apds £ anos de uma amostra com 24 mg € m = f(1) = 24 - 277 Encontre a
funcio inversa ¢ interprete-a.

SOLUCAD Precisamos tesolver a equaciio m = 24 - 277 para 1. Vamos comegar
tomando os logaritmos naturais de ambos os lados:

LR

- 24

s ]
(2" ™ )= 1n:ﬁ

WLIYIQ: Inm-In24

]

5 25
e - e o .,
o {lnm~In2d) = 2 (in24~Inm)

Logo, a fun¢lo inversa €

- 25
Fim) = ——(n24 — Inm)
In2
Essa funclio d4 o tempo necessirio para a massa decair para m miligramas. Em particu-
lar, 0 tempo requerido para & massa ficar reduzida a 5 mg €

3

25
= {75} = ~—{In 24 — In5) = 3658 anos
in2

Fssa resposta estd de acordo com o grifico estimado feito no Exemplo 3 da Segio 1.5. 7

Os gréficos da funcio exponencial y = e ¢ de sua fungiio inversa, o logaritmo natural.
estdo na Figura 13, Uma vez que a curva y = ¢” cruza o eixo v com uma inclinagéo de 1.
segue gue a curva ¥ == Iy ¢ruza o eIxo x com uma inclinagio de 1.




Assim como todas as outras fungBes logarfumicas com base maior que 1.0 loganimo
naiural ¢ uma fanglio crescente definida em {0, %) ¢ com o eixo ¥ como assintota vertical,

{Ou seja. os valores de In x ficam negativamente muito grandes quando x tende 2 0

SAEMPLT 2 Esboce o grafico da funcéo v = In{x — 2) — 1.

SOLUCAD Comegamos pelo grafico ¥ = Inx dado na Figura 13, Usando as
transformacdes da Segiio 1.3, o deslocamos duas upidades para a direita, oblendo o
grifico de y = In{x — 2) ¢ entdc o deslocamos vma unidade para cima, para obter
ogrificode y = In{x — 2} — 1 {veja a Figura 14).

5 ¥ (x=2 ¥4
:
‘ -
| T
| AT n{x - 2) -
a
7 0 e = o
o Sam e
/ L/
H H
/ |
f i
i 1
! i
3 i
FIGURA 14

Embora In x seja uma fungfio crescente, seu crescimento ¢ muito lento quando x > }.
De fato, In x cresce mais lentamente que qualquer poténcia de x. Para ilustrar esse fato,
vamos comparar os valores aproximados das fungies y = Inxe ¥ = x? = /¥ na tabela
a seguir, bem como em seus graficos nas Figuras 15 e 16. Vocé pode ver que inicialmente
os graficos de v = /x ¢ ¥ = Inx crescem a taxas compardveis, mas, finalmente, a funcio
raiz ultrapassa muito o logariomo.

{ 2 s 0
x| | 089 1 167 3 351 446 5.2 5.9 9.2 i3
e i 141 | 224 Wwe a3t 100 ita
O 1 04ag 035 1 04de | 02g 1 ono2 004
[
¥ ¥ o
..ﬂ"“.
e
20 4 /
/ y=nx
s S
L
0 1000
FIGURA 15 FIGURA 16

Funcoes Inversas Trigonométricas

Quando tentamos encontrar as fungdes inversas trigonoméiricas, temos uma dificuldade
sem muita importincia. Como as fung@es trigonométricas nio sio funcbes um a um, eles
nao tem fungdes inversas. A dificuldade ¢ superada restringindo-se os dominios dessas
fungdes de forma a torna-las om a um.




Jaoies Btewart  CAPITHLD 3 FUNCO

Vocd pode ver da Figura 17 que a funcio seno ¥ = sen x ndo & um a um {use o feste dn
Reta Horizontal), Mas a funclio f(x) = sen x, —w/2 = x = w/2 {veja a Figura 18) 6 um a um.
A funcie inversa dessa funglo seno restriia f existe e é denotada por sen, ou arcsen. Ela
¢ chamada inversa da funcBe sene, ou funcho arcsen.

y

¥i

FIGURA 17

FIGURA 15

vl

FIGURA 20
¥ = sen ‘x = arcsen x

v

3}
a1
A
¥
",

FIGURA 21

y=cosx, USsx=w

FIGURA 18 yaseny-3==x=1

Uma vez que a definigio de uma fungdo inversa diz que
Fl =y <= Ji=x

{emos

senfx =y <&oseny = x e =y S

g
o |

Assim, se ~1 = x = 1,sen” x é o nimero entre ~7/2 ¢ %/2 cujo seno é x.

£XEMPLO 12 © Caleule (a) sen(3) e (b) tg(arcsen 1 ).

SOLUCAD
(a) Temos

porque sen(71/6) = 1 ¢ 7/6 situa-se entre —7/2 e /2.

(b) Seja 6 = arcsen 1, logo sen ¢ = } . Entiio podemos desenhar um triangulo retdngulo
com o Angulo 8, como na Figura 19 e deduzir do Teorema de Pitdgoras que o terceiro lado

tem comprimento /9 — 1 = 2+/2. Isso nos possibilita interpretar a partir do triingelo que
1

2\55
O cancelamento de equacBes para as fungdes inversas torna-se, NEsse Caso,

ig(arcsen%) = g ==

ki
sen’(sen x) = x para 5 < x = —

sen(sen” x)=x para —1 < x=<]

A fungiio inversa do seno, sen, tem dominio [~ 1, 1] e imagem [~ /2, /2], ¢ seu
grafico, mostrado na Figara 20, ¢ obtido daguela restriciio da fungfic seno (Figura 18)
por reflexdo sobre areta y = x.

A funcdo inversa do cosseno é tratada de modo similar. A fungfio cosseno resirita
Flx) = cos x,0 = x = 7, é um a um {veja a Figura 21); logo, ela temn uma fungio inversa
denotada por cos ™' ou arceos,

| cos lx =3y & cosy=x e O=y=g3 3

As equagdes de cancelamento so

cos cosx)=x pwald=x=

cosfcos'x) = x pma-i=x=l
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FIGURA 22

FIGURA 24

FIGURA 25

YRR o= ATcg x
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FIGURA 26

¥ oEseC X

o110 e hmagem |

A fungdo inversa do cosseno, cos b 0wk Sew grd-

fico estd mostrado na Figura 22
A funco tangente pode se tornar um a um restringindo-se ao imervalo {7/
Assim, o fangho inversa da tangente € definida como a nversa da funglio fO) = g x,

—i/2 <L x < w2 {veja a Figura 233, Bla € denotada por tg. ou arclg

. TS o
gix =y <= tgy=x e - =
£ 5 3
. ¥ .
4 f i
i
I i
| i
s, | p :
;,-/ 0 ‘) z x
H ; Pt
P |
;v 1 ¥ » ‘
(I |
[ \
[ |
1 [ j
¥ O08 X arcOs x I ;

FIGURA 23 v =1pa

.
SOLUGAD T Sejay = e x. Entio gy = ve —a/2 < v < 7/2. Queremos determinar
Cos ¥, mas, uma vez que ig y é conhecida, é mais facil determinar sec y primeiro:

L8 34 7 Simplifique a expressgo cos(tg™!

secfy = F+ghy = 1+ 48
secy = /1 + x? w w2
. 4 1 1
Assim cos(ig 'x) = cos y = - =

secy 1+ it

SOLUCAD 2 Em vez de usar as identidades trigonemétricas como na Solugio 1, talvez seja mais
facil usar um diagrama. Se ¥y = tg” x. entdo tg v > x. ¢ podemos concluir da Figura 24 (que
Hlustra o caso y > 0) gue

o 1
cos (1g 7'x) = cos y = —mmm——
VX7
A funglio inversa da tangente. tg” = arctg. tem dominio B ¢ imagem {—7/2, m/2}. O

grafico estd mostrado na Figura 25,

Sabemos que as retas x = = 7/ 2 sfo assintotas verticais do grifico da tangente. Uma vez
que o grifice da tg € obtido refletindo-se o grafico da fungéio tangente restrita em torno da reta
y = x,segue que as retas y = /2 ¢ y = - 772 sfio assiniotas horizontais do grifico de g,

As funcdes inversas trigenométricas restantes ndo sio usadas com freqiidneia ¢ estio
resumidas aqui.

|

= possec” ¥ (x| = 1) &= cossecy=x ¢ yvE (0,72 U im3972]

:
% y=sec x {fxi=1) <> secy=x e yE[0, 52U {m 32
; y=cotgly (x € R) <> colgy=xe y& (0 m .

H




A escatha dog intervalos para v nas definicdes de cossec ¢ sec
versal. Por exemplo. alguns autores usam v £ [0,

Jemes Stewart CAPEYLIG S

i

i

H

G sdo de acettacio uni-

/2y U (1/2, 7] na definicio de sec™

{¥ocg pode ver do grifico da funglio secante da Figura 26 que ambas as escolhas viio funcionar.)

6 Exercicios

1. {a) O que ¢ uma fungdo um a um?
{b) A partir do gréfico. como dizer se tma fungho € um a wn?
2. {a) Seja fuma fungio um a wn com dominio 4 € imagem B.
Como ¢ definida a fungiio inversa £ "7 Qual o domifnio de
£ Qualaimagem de £
{by Se for dada uma Frmula para /. como vocé encontrard
uma fSrmula para £7'7
¢} Se for dade o grifico de £, como vocé encontrard o grifico
de 717
Uma fungio f pode ser dada por uma tabela de valores, um
grafico, uma fdrmula ou por meio de desericio verbal. Determine
se /¢ um a um.

3. , N - : -
h} H 2 K - ] [
Jix 13 10 36 0 53 0 23 1 2o
LS - S . - .
3 ! 3 -4 2 (o}
Fix i 2 K % a 22
5 v 6. 5
[ S
7 s 8. 5
8 flx) = § {x+5) 18 fx) = 1 +4x -
11 glx) = |x: 12 glxy = x
13. Fir) € a altura de uma bola 1 segundos apos ser chutada.
14, fir) € sua altura no tempo 7.
%% 1518 17 Use um grafico para decidir se f € um a v,
15 Fflal = X 8. fix)=x"+x

17, Sef for uma funcio um a um tal gue F(2) = 9, quanto & 7497

1B Se flx) =23+ " + rglm/2onde —1 < v <},

{a) Encontre f {3, (b} Encontre f{f-{(3)).
19, Seglx) = 3 4 x+ ¢ ache g7 {4}
28, E dado o grafice de 1
{a) Porque {8 um aum?
(b Determine o dominio e a imagem de £,
{c) Estime o valor de #7({1).

¥ A

2

21 Aférmula C = 5(F — 32).onde F = — 45967, expressa
a temperatura C em graus Celsius come uma fungio da
temperatura F em graus Fahrenheit. Encontre uma férmula pe
a fungho inversa ¢ interprete-a. Quak o dominio da fangdio invers
22, Nateoria da relatividade, a massa de uma particula com vma
velocidade v €

onde g ¢ a massa da particula no reponso e ¢ € a velocidade
luz mo vacuo, Encontre a funcdo inversa de f e expligue sew
significado.

Encontre uma {6rmula para 2 fungilo inversa,

7 [P— . dx-1
23, fix) = 10~ 3x 24 =
’ 2x+3
5. flo=e" 26, v=2x"+3
277, v~ In(x + 3) 78 y= ;~:~E~1
—¢

& ° Encontre uma formula explicita de f 7 ¢ use-a para faze
na mesma tela 08 grificos de £, fe da reta ¥ = x. Para verificar
sen irabalho, veja se seus grificos de fe 7! sio reflextes em torr
da reta.

29 flx=1-2/7% x=0

30, flx)

(., x>0
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3. Use o grifice dado de fparneshogar o de 71 7 -

v A

>

33. (a) Como esta definida a funcio logaritmica y = log, x?7
{b) Qual o dominio dessa funcao?
(¢} Qual a imagem dessa fungio?
{d) Esboce a forma geral do grafico da fungio
y=log,xsea> 1.
34. (a) O que ¢ o logaritmo natural?
{b) O que ¢ o logaritzno comum?
{c) Hshoce os grificos no mesmo conjunto de eixos das
fungdes logaritmo natural e exponencial natural,

35-38 77 Encontre o valer exato de cada expressao.

3. (a) log, 64 (b) logs s
3. (a) log:? ) e’

37, (a) logy 1.25 + log, 80
(h) logs 10 + logs 20 ~ 3logs 2

38. (a) 2”0523* log, 5 (b) ﬁ,,‘:%a;’

Expresse a quantidade dada como um dnico logaritmo.

3B 24— 12 M hx+alny-binz

! i+ )+ linx-Insenx

42. Use a Fonmula 10 para computar cada logaritmo correto até a
sexta casa decimal.
€2) log,, i th) log; 8.4
#3-64 1 Use a Férmula 10 para fazer o grifico das fungies dadas
em uma mesma tela, Como estio relacionados esses graficos?

B ye=logsx y=Inx, y=logwx, y=logxx

M oy=Iax., y=logwx., y=e', y=10°
45. Suponha gue o grafico de ¥ = log: x € feito sobre wma malha
coordenada onde a unidade de comprimento € de 1 polegada.

7 58, {a) Se glx) = x* + x*, x = 0, use um sistema algébrico

Cuianias rmihas & direita dav
a altira da curva atingir 3 pés”

rem devery

e gl Ty por meio de sous
graficos fe g em vérias japelas retangolares. Quando
finalmente o gréfico de [ultrapassa o de g7

Compare as fancdes flx)

Facaz o eshogo do grafico de cada fungio. Nic use a
caiculadora, Use somente o5 grificos dados nas Figuras 12¢ [3 e,
se necessdrio, as transformacbes da Secio 1.3

47, (a) y = logulx + 3) By y= —Inx

48. (2 v = In{—x) by v = nix|

Resoiva cada equagdo em x.

48, (@) Zlnx=|

50. {a) ¢ -7 =0 (by In{3 - 2x) = -3
5. {a) 2777 =3 by Inx + Indx = 1) = 1
52,

{ay Infin x) = 1 {b) ¢ =Ce™, onde a#b
52-54  Resolva as equaches em x.

83, (a) ex << 10 (hyinx>-1

5. (a) 2<Inx<T9 (b} e>3r > 4

5556

= Determiine (2) o dominio de fe (b) /7 e seu dominio.

56, fix) = In(2 + lan)

55. fix) = V3~

57. Faga o grifice da funcio f(x) = x@ + x* %+ x + | ¢ explique
por que ela é um a um. Use entio um CAS para encontrar
uma expresséo explicita para /7'(x). (Sen CAS vai produzir trés
expressoes possiveis. Explique por que duas delas sfo
irrelevantes neste contexto.)

computacional para encontrar uma expressio para g~ '(x).
(b} Use a expressio da parte (a} para fazer um grifico na
mesma telade y = glx),y = xe v = g 1.

58. Se a populacio de bactérias comeca com 100 e dobra a cada
1rés horas. entdio o niimero de bactérias apés 1 boras €
n=fry = 100 - 27* (veia o Exercicio 25 na Secio 1.5).

(a) Encontre a funghio inversa e expligue seu significado.
{b) Quando a populagio atingird 50.000 baciérias?

60. Apds acionado o flash de uma cBmera. a bateria imediatamente
comega a recarregar o capaciter do flash. o qual armarzena uma
carga eléirica dada por

Q) = Qu(1 — ™)
(A capacidade maxima de carga é (. e 1 € medido em segundos.)
{a) Encontre a funcio inversa e explique seu significado.
(b} Quanto tempo levard para o capacior recarregar 90% da
capacidade se a = 27

61. Comegando pelo grifico de y =

grifico gue resulta de

1n x, encontre a equagio do

{a) deslocar 3 unidades para china
() deslecar 3 unidades para a esquerda

(cy fazer a reflexdo em torno 4o eixo x




bZ.

§3-5%
63.
64.
5.
66.

{d} fazer a reflexdo em torno do gixo ¥ 5L
(e) fazer a reflexfoemtomo dareta y = x
(fY fazer a reflexdo em torno do eixo x ¢ entho em 58.

torno da reta y = x

{g) fazer a reflexdo em torno do eixo ¥ € entldo em torno da

retay = x 63,

deslocar 3 unidades para a esquerda € enlao fazer a
reflexiio em torno dareta y = x

{h)

Se deslocarmos uma curva para a esquerda, o gile aconte-
cerd com sua reflexfio em tomo da reta ¥y = x7 Em vista
desse principio geomélrico, encontre uma expressio para a
inversa de g{x) = f{x + ¢), onde ¢ uma funcio um a um.
== flex), 7.

74.

(b

—

Encontre wma expresso para a inversa de hix)
onde ¢ # 0.

Encontre © valor exato de eada expressiio.
sen” (\/?IZ) (b} cos'=1}

arcig (-1} (b} csct 2

{a)

(a)

ey

o
et
Erad

(@) t23 (b} zircseﬂ("l/’\f[i)
(@) sec'V2 (k) arcsen |

{a) O qgue é uma fungiio? O que sio dominio ¢ Imagem da fingio?

(b) O que € o grafico de uma funcio?

(¢) Como, a partir de uma curva dada, sabemos tratar-se de
um gritico de uma fungio?

16,
Discuta as quatro maneiras de representar uma fungao. lustre
com exemplos. n
(a} O que ¢ uma fungiio par? Como suber a partiv do gréfico se
uma fungio & par ou nio?
() O que & uma fungio impar? Come saber a partir do grifice
se uma fungiic ¢ impar ou ndo?
3 que € uma funcfo crescente?
O que é um modelo matemdtico?
Dé um exemplo de cada tipo de fungfio.
fa)y Funcho linear (b) Fungio poténcia
{¢) Fungfo exponencial (d) Funcio quadratica
{e) Funcho polinomial de grau 5 (I Fung¢io racional
Esboce i mio no mesmo conjunto de eixos os grificos das
seguintes fungdes. 12.
{ay flo)=x {b) glx) = x*
{cy Mxy=x’ ) Hx)=x*
Esboce & mio o grafico de cada funclio.
{a)y y = senx by y=1gx 13.
gy y=¢ @y y=Inx
e} ¥y=1/x (f) y= |x|
@y = B y=rglx

Suposha que os dominios de fe g sejam A e B,
respectivamente.

0.
pra

VERIFICACAO DE CONCEITOS

James Bleweart

. . { 4o %
{a} sen (sen 0.7) (b} 1g 1= 4 |
L 37

{a) sec {arctg 2) () cos(2sen’| ig}
y L13)

Prove gue cos {sen"}:}z Ni= ¥
0 Simplifigque a expressio.
tg fsen x) 7t

sen (g x)

sen {2 cos x)

Obtenha os graficos das fungdes dadas em uma mesma

tela. Como esses graficos estdo relacionados?

yE=senx, —W2 S x= w2, vy osen iy o= x

y=igx —w2<x<mR, y=uwirxy=x

Determine 0 dominio e a imagem da funcio g{x) = sen” (3x +

(a) Faga o grafico da funglo f(x) = sen (sen'x) e expligue suz
aparéncia,

(b) Faga o grifico da fun¢fo gix) = sen' (senx). Como vocé
pode explicar a aparéncia desse grafico?

(a) Qual o domimiode f+ g7

(b} Qual o dominio de fg7

() Qual o dominio de f/g7

Como esid definida a funciio composta f° g7 Qual sen
dominio?

Saponha gue sefa dade o grafico de f. Escreva uma equaciio para ca
am dos graficos obtidos a partir do grafico de f da seguinte forma.
(a)
(®)
(e}
(d}
(e}
(f}
(&)
0y
(i}
)
(a}

Deslocando 2 unidades para cima.

Deslocando 2 unidades para baixo.

Deslocando 2 unidades para a2 direita,

Deslocando 2 unidades para a esquerda.

Refletindo em tomo do eixo x.

Refletindo em tomo do eixo y.

Esticande verticalmente por um fator de 2.

Encolhendo verticalmente por um fator de 2.

Esticando herizontalmente por um fator de 2.
Encolhendo horizontalmente por wm fator de 2.

O gue é uma fungio um a am? Como decidir pelo grifice
se uma fancio é um a um?

(b} Seja fuma funciio um a um. Como estd defimida sua funghc
inversa f7*? Como obter o grifice de £ 7' a partir do de}
(a) Como a inversa da fungio seno f{x) = sen x é definida?
O gue € o seu dominio e o que € a sua imagem?

{(b) Como a inversa da fungho cosseno f(x) = cos™ x é defind
O que é o sen dominio € o que € a sua imagem?

Como 2 inversa da fungio seno f(x) = tg” x ¢ defimda?
O que ¢ o scu dominic € o que € a sua imagem?
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Determine se » afirmativa ¢ falsa ou verds

3

L. Sex, T X e ffor uma fangao decrescente, entdo, flx ) = Sl

CASG COMtranio, tan

3 funciana.

Se f Tor uma fungiio. entiio fis +

Se f{s) = flh entio s = 1.

cetra. Se i

verdadeira, sxphioue
:

T explique ou dE um sxemplo am que 3
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EXERCICIOS e s

1. Seja fuma fungio cujo grafico € dado.

{a) Estime o valor de f(2}.

by Esiime os valores de x tais que f(y) = 3.

{¢) Estabelega o dominio de f.
{d} Bstabelega a imagem de 1.
(e) Sobre que intervalo a fungio
() ¢ um aum? Explique.

{ estd crescenda?

(g} fé par. impar ou nenhum dos dois? Explique.
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E dado o gréfice de g.

{a) Estabeleca o valor de g{2).
(b} Porque g ¢ um aum?

{c) Estime o valor de g7 '(2).
{d) Estime o dominio de g™
(e} Esboce o grifico de g™

¥
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{a) Use os dados para esbocar o grifice de d como uma
funcio de 1.
(b) Use o gridfico para estimar a distincia percornida depois de
4.5 segundos.
4, Esboce o grifico do rendimento de uma cotheita como nma
funcdo da gquantidade de fenilizante usado.

58 ¢ Determine o dominio e a imagem da funcio.

5 flx) = 4 - 312 6 glx) = 1ix+ 1)

7. y=1+senx 8. y=1Inx

9. Suponha que seia dadoe o grifico de £ Descreva como os grificos
das seguintes fungbes podein ser obtidos a partir do grifico de f.
{ay y= fix) + 8 by v = fix+ 8
€y y= 1 + 2fix) () y=flx—-2)—2
(&) y= —fin) () y=f"x

10. Dado o grafico de f. desenhe os grificos das seguintes funcoes.
{a) y=flx ~ 8) ) y= —flx)
Yy y=2—flx) (dy ve= 30— 1
ey ¥ =17

() y=f M+ 3)

$1-%8 - Use as transformagdes para eshocar o grafico da fungio.
oy = —senx 12 vo=3lax— )
1By = (1 +ey2 19. vy =2 N
o ! —x se X
K= T N e
15, f(x) o 16. flx) {E 1 ewex

17. Determine se f ¢ par, impar on nerhum dos dois.
2y Flxy=2x"— 3+ 2 () flo)=x" —x’
{dy fAixy =1+ senx

(©) fln = e

sl




22.

23,

24.

Encontre tma expressdo para a funglio cujo grafico consisie no
segmento de reta Higande o ponto (-2, 2) ao ponte (-1, 0) junto
com a parte de ¢ima do circalo com centro na origem e raio 1.

Se f{x) = Inxeglx) = 2’ — 9. cncontre as fungbes f= 4,4 ° f.
Fof.g e g, e scus dominios.

+ ¥ como uma composicio

Expresse a funglio Fix) = 1/
de trés fungdes.

A expectativa de vida aumentou significativamente no século
XX. A tabela mostra 2 expectativa de vida no nascimento {em
anos) de homens nascidos nos Estados Unidos.
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Utilize um mapa de disperso para escolher um tipo apropriado
de modelo. Use sen modelo para predizer a duragio de vida de
um homem nascido no ano 2010

Um pequeno fabricante descobre que custa $ 9.000 para
produzir 1.000 torradeiras elétricas em uma semana e $ 12.000
para produzir 1.500 torradeiras em uma semana,

{(a) Expresse o custo come uma funcio do ndmero de
torradeiras produzidas, supondo que ele € linear. Entio
eshoce o grifico.

(b} Qual a mclinacio do grifico e o que ela representa?

{¢} Qual o intercepto y do grifico e o que cle representa?

Se f(x} = 2x + Inx. encontre f7H2)

x+ 1
2x+ 17

Encontre # fungio inversa de f{x} =

5.

28.

27.

28.
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% 30,

Envontre o valor exatos de cada CAPICSSHQ.

) e 1) logn 23 + logw 4

{e) 1g {arcsen

g
-y

{d) sen {cos” 1

Resolva cada equacio para x.

{ay e" =15 (B) Inx =2
(€) ¢ =2 (dtgx =

A meia-vida do palddio- 100, "™Pd, ¢ de quatro dias. (Assim. a
metade de gualguer quantidade de "Pd vai se desintegrar em
4 dias.) A massa inicial de uma amostra € 1 grama.

{2) Encontre a massa restante apds 16 dias.

(hy
(e}

Encontre a massa m(r) restante apés 1 dias.
Encontre & fungdo inversa de mif) e exphque seu
significado.

(&} Quande a massa ficard reduzida a 0,01 g7

A populacio de uma certa espéeie em um ambiente limitado,
cem a populagBo inicial igual a 100 e capacidade para
suportar 1,600 individuos, é

100.000

Pl = -
100 + 900~

onde 1 ¢ medido em anos.

(a} Faca o grifico dessa funcio e estime quanto tempe levard
para a populagao atingir 900 individuos.

(b} Encontre a inversa dessa fungio e explique seu significado.

{c) Use a funcfo inversa para encontrar o tempo necessirio
para & populagio atingir 900 individuos. Compare o
resuttado com o da parte (a).

Faca o grafico dos membros da familia de fungdes
F{x) = In{x* — ¢} para varios valores de ¢ Como 0 grifico se
modificard quando ¢ variar?

Faga o grifico de trés fungdes vy = x",y = a" ey = log. v ¢
sobre a mesma tela para dois ou r8s valores de @ > 1. Para os
grandes valores de x, quais dessas fungdes terfio valores
maiores € quais terfio valores menores?
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Nio existem regras rigidas que garantam sucesso na solucio de problemas. Porém. € pos-
sivel eshogar alguns passos gerais no processo de problema—solugfio e fornecer alguas
principios que poderdo ser Oters na solugllo de cerios problemas. Esses passos e principios
sdo t#o-somenie o senso comum tornado explicito. Eles foram adaptados do livro de
George Polya, How 1o Seive It

O primeiro passo € ler o problema e assegurar-se de que o entendeu claramente, Faca a si
mMesmo as seguintes perguntas:

O gue ¢ desconhecido?
Cuais sdo as quantidades dadas?

Quais sdo as condiches dadas?

Para muitos problemas ¢ proveitoso

Jfazer um diagrama

e identificar no diagrama as quantidades dadas e pedidas.
Geralmente € necessdrio

introducir ume notagdo apropriada

Ao escolher os simbolos para as quantidades desconhecidas freqilentemente utilizamos as
letras 1ais como a, b, ¢, m, 7, X ¢ ¥, mas. em alguns casos, ajuda usar as iniciais como sim-
bolos sugestivos; por exemplo, V para o volume ou ¢ parao tempo.

Encontre uma conexdo entre a informagio dada e a pedida que o ajudard a encontrar a
desconthecida. Em geral ajuda perguntar-se explicitamente: “Comao posso relacionar o que
foi dado com o que foit pedide?”. Se ndo for possivel visualizar 2 copexiio imediatamente,
as idéias que se seguem podem ser vtels para delinear um plano.

Tente Reconhecer Algo Familiar Relacione a situaciio dada com seu conheci-
mento anterior. Focalize na incognita e tente se lembrar de um problema mais familiar que
a envolva.

Tente Reconhecer os Padrdes Alguns problemas sao resolvidos reconhecendo-se
o tipe de padrio ne qual ocorrem. O padrao pode ser geoméirico, numérico ou algébrico,

- Vocg pode ver a regularidade ou a repeticio em um problema ou ser capaz de conjecturar

sobre ¢ padriio de seu desenvolvimento para depois provi-lo.

Use Analogias Tente pensar sobre os problemas andlogos, isto ¢, um problema simi-
lar, um problema relacionado, mas que seja mais simples que o problema original. Se vocé
puder resolver o problema similar mais simples, isso podera The dar pistas para a solugio
do problema original, mais diffcil. Por exemplo, se um problema envolver nimeros muito
grandes, voct poederd primeiro tentar um problema shnilar com ntmeros menores. Caso o
problema envolva a geometria tridimensional. vocé pederd tentar primeiro um problema
similar bidimensional. Se seu problema for genérico, teate primeire um caso especial.

-

Introduzindo Alguma Coisa Extra As vezes pode ser necessdrio introduzir algo
novo, um auxilio extra, para que vocé faca a conexdo entre o que foi dado e o que foi




pedido. Por exemplo, em um problema no qual o diagrama ¢ fundamental, a ajuda extra
pode ser o tragado de uma nova reta nele. Em problemas mais a ieébricos pode ser a ntro-
dugio de uma nova incdgnita relacionada com a original.

Dividindo em Casos  Algumas vezes temos de dividir o problema em virios casos
¢ usar para cada um deles um argumento diferente. Por exemplo, empregamos essa estraté-
gia quando tratamos com os valores absolutos.

Trabalhando Retroativamente As vezes € proveitoso imaginar que seu problema
foi resolvido e trabalhar passo a passo retroativamente até chegar ac que foi dado. E entdo
vocl poderd ser capaz de reverter seus passos €, pOTianto, consiruir wma solugio para o
probiema original. Esse pmu,d;mcmﬂ € usudo freqiientemente na solugio de equagtes.
Por exemplo, 2o resolver a equagdo 3x — 5 = 7. supomos que X seja um ntkmero que satis-

faca 3x — 5 = 7 e trabalhamos retroativamente. Adicionamos 5 a ambos os lados da
equagiio ¢ entdo dividimos cada lado por 3 para obter x = 4. Como cada v desses pas-
503 pode ser revertido, resoivenos o problema.

Estabelecendo Submetas  Em um problema complexo é fregiiententente proveitoso
estabelecer submetas (nas quais a situagio desejada estd apenas parcialmente satisfeita).
Vocé pode atmgir primeiro essas submetas e, depois, a partir delas, chegar & meta final.

Raciocinio Indireto  Algumas vezes € apropriado atacar o problema indiretamente.
Para provar, por contradigdo, que P implica ). supomos que F e ( sio falsos e lentamos
mostrar por gue isso ndio pode acontecer. De certa forma temos de usar essa informagio e
chegar a uma contradicio do que sabemos perfeitamente ser verdadeiro.

Inducdo Matemdtica Para provar as aflrmagSes gue envolvem um miimero inteiro
positivo n, € freqiientemente (tl usar o principio que se segue.

Frincipio da lndugds Matematics Seja 5, uma afirmacio sobre o nimero inteiro &
Suponha gue

S seia verdadeira.
2. Si.; seja verdadeira sempre que §, for verdadeira.

Entio 5, € verdadeira para todo a inteiro positivo.

Isso € razodvel, pois uma vez que S; € verdadeira, segue, da condi¢do 2 (com k = 1),
que 5; € verdadeira. Entfio, utilizando a condiclio 2 com k = 2, vemos gue S; é verdadeira.
E novamente usando a condigiio 2 e, dessa vez, com & = 3, temos S como verdadeira.
Esse procedimento pode ser seguido indefinidamente.

Na etapa 2 um plano foi delineado. Para cumpri-lo devemos verificar cada etapa do
plano ¢ escrever os detalhes que provam a corregao de cada etapa.

Tendo completado nossa solugiio, € prudente revisd-la, em parte, para ver se foram
cometidos erros e, em parte, para ver se podemos descobrir uma forma mais facil de
resolver um problema. Qutra razfio para a revisiio € que ela nos familiarizara com o
método de solugio que poderd ser Wil na solucgo de futuros problemas. Descartes disse:
“Todo problema que resolvi acabou se tornando uma regra que serviu posteriormente
para resolver outros problemas”.

Esses principios da solugiio de problemas estio 1lustrados nos exemplos a seguir.
Antes de ver as soluges, tente resolvé-los usando os principios estudados apteriormente.
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Entendende o problema

Desenhando um diagrama

FIGURA 1

= Ligando os dados com a incognia

& introduzindo alguma coisa extra
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# Relacionando com algo famihar

vendo os exercicios nos demais capitaios do livio.

txampia ? Expresse a hipotenusa & do twifingulo retangaio com uma drea de 25 m*
como uma funcio do seu perimetro P.

Seolugdo Classifique primeiro as informacdes identiticando a quantidade desconhecida e
os dados:

Incégnita: hipotenusa &
Quantidades dadas: perimetro P, drea 25 m?
E til fazer um diagrama; assim. fizemos isto na Fignra 1.

i e

o

A fim de conectar o que foi dado a incégnita, introduzimos duas varidveis exiras,a e b,
que sdo os comprimentos dos outros dois lados do tridngulo. Isso nos possibilitard expres-
sar a condigio dada, de o triingulo ser retdngulo, pelo Teorema de Pitdgoras:

RP=a® + b*

As outras conexdes entre as varidvels surgem escrevendo-se as expressdes para a drea €
o perimetro:
]
25 = :iab P=a+b+h
Uma vez que P ¢ dado, observe gue temos agora trés equagbes em &rés incdgnitas a, b e ki

ht=a’ + b’

25 = tab

P=a+ b+ i

Embora tenhamos um ndmero correto de equacdes, elas ndo sao ficeis de ser resolvidas
diretamente. Porém, se usarmos as estratégias de problema—solucio para tentar reco-
nhecer alge familiar, entio poderemos resolver essas equagfes de forma mais facil.
Glhando os segundos membros das Equacdes 1, 2 e 3, eles ndo The lembram algo fami-
liar? Observe que eles contém os ingredientes de uma férmula familiar

(a+ 8 =u" 4 2ub + b

Usando essa idéia, vamos expressar (a + b de duas maneiras. Das Equacaes 1 ¢ 2
temos

{a + b = {a? + b)) + 2ab = K* + 4(25)

Da Equacdio 3 temos

(a+ by = (P =y =P = 2Ph + i




@ Dividindo em casos

Assim R+ 100 = P2 — 2pp 4+ p?

ZPh = PP — 10D

P 100

=2
2P

Hssa € a expressio requerida para kr como uma funciio de P,

Como ne exemplo ilustrade a seguir, ¢ freglientemente necessério usar o principio de

dividir em casos guando tratamos com valores absolutos.

F Resolva a desigualdade

Solugdo $embre-se da definigio de valor absoluto:

I A I

X se x = ()

<] =
: ~x se x <0
s rea=gt
Segue-se que x = 3] e .
© ! —{x — 3) se
x— 3 se
—x+ 3 se
| x4+ 2 s¢
Analogamente Jx+21= :
—{x + 2} se x
o jx 2 s¢
—x =2 se

x= 2
x < =2

Essas expressdes mostram que devemos considerar trés casos:

x < =2 -2=x

2 Se x < -2, temos

3
[
o

<< 3

x=3

= 3]+ (x4 2] < 1)

—x -+ 3 —x -~ 2< 1}

—2x < 10

SAE0H o Se -2 = x < 3. a desigualdade dada torna-se

—x+3+x+2< 11

5 <11

“a
p]
&9
b

it o Se x = 3, a desiguaidade toma-se

x=34+x+2<1l
2x < 12

x <6




Combinando os casos [, 1l e [, vemos que a desigualdade extd satisfeitu guando
=5 < x <1 6. Logo a solucio € o intervaio (3, 6).

No exemplo a seguir tentaremos configurar a resposia examinando os casos especiais ¢
reconhecendo um padrio. A seguir vamos prova-to por induglo matemdtics,

Ao usar o Principio da Inducio Matemadtica, vamos seguir as rds etapas;
Passol  Prove que S, € verdadeira quando n = 1.

Passo 2 Preswma gue S5, € verdadeira quando 7 = & ¢ deduza que S, ¢ verdadeira quando
n=k+ 1.

Passo 3 Conclua que 5. € verdadeira para tode # pelo Principio da Inducio Matemdtica.

[

fxempin 3 Se flx) = x/x + e fiyy =fyefoparan =0,1,2.. .., encontre uma
férmula para f,(x},

5 Analogia: Vemos teniar um problema  Selug@e Comecamos por encontrar formulas para £ (x) nos casos especiais n = 1,2 e 3.
mais simples

S = (foo fo) () = Al fofx)) :ﬁs(““*i“*

x+ 1
X X
x+ 1 X + 1 X
X 2x + 1 2x + 1
+ 1
x+ 1 X+ i

A = (fe Y () = HUAGD) = f( S

2y + 1
X x
_ 2x+ 1 C 2x 1 X
' X 3x b1 3x + 1
2y + 1 2x + 1
. . X
# Procurando por umn padrao Sk = (oo o) () = fl x)) = fi x4 Eﬂ
X X
3+ a1 X
X d4x + 1 dx 41
—_— ; —_ -
3x + 1 3x + 1

Observamos um padrio: o coeficiente de x no denominador de f,.(x) € n + 1 nos rés
casos calculados. Assim sendo, fazemos a seguinte conjectura, no caso geral,

B X
{m+ 1)x+ 1

ol

Filx)

Para provar, usamos o Principio da Inducio Matemitica. 14 vimos que {4) € verdadeira
para n = 1. Suponha que ela € verdadeira para n = £, isto &,

R4

filx) =

k+ x +1




) ' U , . \
Entdo Fonlad = (foo id (x) = Rl i) 7fz>('“(€—f—lm}
X x
B e
- X B A+ 2x + 1 - k+ 2yx + 1

e 4 ]
k + Dx + 1 k+ x4+t

Essa expressdo mostra que (4} € verdadeira para n = &k + 1. Portamo, por induciio
matemitica, ¢ verdadeira para todo n inteiro positivo.

=

1. Um dos Iados de um triingulo retingulo tem 4 om de comprimento, Expresse o comprimento
da alturs perpendicular a hipotenusa como uma fungio do comprimento da hipotenusa.

2. Aalwmra perpendicular da hipotenusa de um trifingalo retdnguio mede 12 cm. Expresse o
comprimento da hipotenusa como uma fungiio do perfmetro.

3, Resolvaaequagio |2x — 1] — ix + 5} =3,

4 Resolva a desigualdade jx — 1] ~ |x — 3} = 5.

5. Esboce o grifico da funglio f{x) = [ x* = 4}x] + 3|

6. Esboce o grifico da fungiio g(x) = {x° — 1] — [x° — 4].

7. Faga o grifico da equagBo x + lxl= v + [yl

8. Faga o gréfico da equaglio ¥ — 4x° — ¥ + v = (.

9. Esboce a regiiq do plano que consiste em todos os pontos (x, y}tal que [x{ + v = £

18, Eshoce a regifio do plano que consiste em todos os pontos (x, v} tal gne

EREEE

yi =2
11. Compute (log: 3) {log; 4) {logs 51 - - - (Jogs: 32).

12. {a)} Mostre que a fungdo f(xy=In(x+ «,err-: + 1} € impar.
(b} Encontre a fungio inversa de f.

13. Resolbva a desigualdade In {° - 2xv -~ 2} = (0.
14. Use de win raciccinio inverso para provar que log: 5 € um nidmero jrracional.

15. Uma pessoa inicia uma viagem. Na primeira metade do percurse ela viaja sossegadamente a
30 mi‘h; na segunda. efa vai a 60 mi/h. Qual sua velocidade média na viagem?

16. E verdadeiro que fo(g + k) = fog + foh?
17. Prove gue, se # for um inteiro positivo, entdo 7 — 1 & divisivel por 6.
8 Provegue |l +3+5+ - +2n— 1) =n"

19. Se fulx) = x%¢ funlx) = f{filx)) paran = 0,1,2, ..., encontre nma férmula para f,(x).

2. (a) Se fulx) = ¢ forr = Jo o fo paran = 01,2, .., enconire wma expressio para

2 —x
Fdx) e use a inducio matemdtica para prova-la.

(b) Faga os grificos na mesma tela de fo, fi. /2. f+ € descreva os efeitos da composicio repetida.




