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Apresentacao

Esta é uma introducao a Otimizagao, com énfase em Programacao Linear e
aplicagoes, mas expondo também alguns rudimentos de Otimizagao Nao
Linear.

Os pré-requisitos para a leitura sao Algebra Linear, para as partesle1l, e
Calculo em Varias Variaveis para os Capitulos de Programacao Quadratica
e Otimizacao nao linear.
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Notacao

Negrito é usado para vetores, inclusive colunas de matrizes, quando tra-
tadas isoladamente.

arg maxi{. ..} € o indice, dentre todos os i, que determina o maximo do
conjunto (usamos arg min de forma analoga).

A notacgao | x| é para “chao de x”, ou “maior inteiro menor ou igual a x".
Similarmente, [x] é usado para o conceito simétrico (menor inteiro maior
ou igual a x, ou “teto de x"ﬂ

E usada a notagao “s.a’” para “sujeito a”

Neste texto, o indice j € usado para colunas da matriz A, que descreve
as restri¢coes do programa linear. Neste contexto, uso j < m"ej > m’
como formas abreviadas de “j pertencente a base” e “j fora da base”.

'0 leitor possivelmente conhece a notagao [x] e ]x[.
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Programacao Linear






Capitulo 1

Programacao Linear

“Problema de programacao linear” € o nome dado a alguns problemas de
otimizagao. Um problema deste tipo consiste em encontrar o melhor valor
possivel para uma funcao linear de n variaveis respeitando uma série de
restri¢coes, descritas como desigualdades lineares.

Damos um exemplo inicial, que ilustra a origem dos problemas de pro-
gramacao linear.

Uma fabrica produz dois tipos de tinta, t; e t;. Queremos determinar a
quantidade 6tima de cada tinta para maximizar o lucro da empresa. Cada
tinta tem um custo por litro, e um determinado lucro, e ha também res-
tricoes relacionadas aos niveis de producao de cada uma.

- As tintas t; e t; tem custo de producao por litro igual a $5 e $4, res-
pectivamente. Os lucros da empresa com as tintas sao de $6 e $5.5;

- O orcamento da empresa s6 permite gastar $1400 com a producao
de tintas;

- Um contrato de fornecimento com uma outra empresa exige que
pelo menos 60 litros da tinta t; seja produzido;

- A empresa pode produzir no maximo 250 litros da tinta t, por més,
por restricao do fornecedor, que nao consegue atender a demanda
maior que essa.

Passamos agora a modelagem deste problema: encontraremos uma
descricao formal dele, que facilitara a obtencao da solucgao.

O lucro, que queremos maximizar, é dado pela fungao 6ty +5.5t;. Esta
é nossa funcao objetivo.

As restricoes que impomos a solucao sao:

3



4 CAPITULO 1. PROGRAMACAO LINEAR

- 5t; + 4t < 1400 (orcamento)

- t; > 60 (contrato)

-t < 250 (oferta do fornecedor de pigmento)

- t1,t, > 0 (a empresa nao pode “desfazer” tinta)

Como tanto o objetivo como as restricoes sao lineares nas variaveis
t; e t; que queremos determinar, dizemos que este € um problema de
otimizacgao linear (ou de programacao linear). Na maior parte deste livro,
trataremos de problemas deste tipo. Em alguns Capitulos abordaremos
também problemas de otimizagao nao linear, onde a fungao objetivo e as
restricoes nao precisam ser fungoes lineares.

Este é um exemplo bastante préatico e aplicado. Ha outros problemas,
completamente diferentes deste, que podem ser modelados como pro-
gramacao linear - inclusive problemas mais abstratos e sem uma ligagcao
aparente tao clara com aplicagdes praticas. Mais exemplos de aplicacao
modelagem serao dados no final deste Capitulo.

Definicao 1.1 (problema de programacao linear). Um problema de progra-
macgao linear consiste de uma funcao objetivo, linear em n variaveis, e um
conjunto de restricoes, representadas por m desigualdades (ou igualda-
des) lineares.

Uma solugao para o problema é um vetor em R™. Uma solucao é viavel
se satisfaz as restricoes, e invidvel caso contrario.

Um problema pode ser de maximizagcao ou de minimizagao. A solucao
Otima para o problema é a solucao viavel que da o maior valor possivel a
funcao objetivo, quando o problema é de maximizacao, ou aquela que da
o menor valor ao objetivo, se o problema é de minimizacao. ¢

Problemas de programacao linear sao normalmente descritos em uma
forma padrao, detalhada na proxima secao.
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1.1 Forma padrao

Na maior parte do tempo, presumiremos que o programa linear esta na
seguinte forma.

max Cc1x1 +C2X2 + -+ -+ CnXn
s.a.:apXxy + apxa + -+ aixn = by

ayxy +anxy;+---+ amxn =by

Am1X1 + AQm2X2 + -+ - + AmnXn = by

e x; > 0 para alguns i.
Mostramos agora como transformar qualquer programa linear em ou-
tro equivalente na forma padrao.

. Maximizagcao/minimizacao: notamos que minc'

max —CTX.

X € 0 mesmo que

- Desigualdades: considere a restricao
aiX1 + apXxy + -+ + AinXn > by,
Esta desigualdade pode ser transformada em

ay X1+ aipxa + - - + QinXn — sy = by,
Si > 0

Chamamos s; de variavel de folga quando a desigualdade vale com o
lado direito igual ao esquerdo, temos s; = 0. Quando o lado direito
da desigualdade € menor que o esquerdo, temos s; > 0. Da mesma
forma, podemos transformar

aix) + apxy + - - + ainXxn < bi.

em
aix1 + apxz + -+ - + QinXn + W = by,

Variaveis com valores negativos: se, em uma solucao, uma variavel x;
puder ser negativa, usamos duas variaveis positivas para representa-
la. Fazemos x; = p — q, comp,q > 0.
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Exemplo 1.2. Ilustramos as técnicas descritas transformando o seguinte
problema para a forma padrao.

min x7; — 3%y + 5x3

s.a.:4x1+x > 10
X1 —3x3 <20
x3+x2=15
X1,%X2 > 0

Para transformar o problema de minimizagao em maximizagao, multipli-
camos a fungao objetivo por —1.

max —x1 + 3x; — 5x3
Incluimos uma variavel nova a cada desigualdade, obtendo

dxy+x —s1 =10
X] —3x3+s, =20

Finalmente, determinamos x3 = v —w, com v,w > 0. O programa linear é
entao

max —xj +3xy —5v+ 5w
s.aa.:4x1+x2—s7 =10
X1 —3v+3w+s, =20
v—w+x=15

X, V,w > 0 |

Também sera conveniente representar programas lineares usando no-
tacao matricial. Claramente, um problema

max Cc1x1 + C2X2 + -+ + CnXn
s.a.:anXxy + anpxy + -+ dinXn = by

Xy +anxy) + -+ amxn = by

Am1X1 + aGmaX2 + -+ + QmnXn = bm
Xi > 0
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pode ser descrito de forma mais compacta como
T

max ¢ X
sa.:Ax=b
x>0

Exemplo 1.3. Para descrever o problema do exemplo|[1.2} renomeamos as
variaveis
X1 =Y
X2 = Y2
vV — Y3
W — Yy
$1—Ys
52 = Ye,

e o programa linear pode ser reescrito como maxc'y, sujeito a Ay = b,
y > 0, com

y=U v us us us ye)' 410 0 -1 0
c=(-13 -5500" A=[10-3 3 01| =
b= (10 20 15)° 01 1 -1 00

1.2 Interpretacao geométrica

Nesta secao damos a interpretacao geométrica de problemas de progra-
magao linear, e um método para solugao de programacao linear por ins-
pecao do grafico. Este método nao deve ser visto como ferramenta pratica,
ja que s6 é viavel para problemas com duas variaveis e poucas restri¢oes.
Além disso, Normalmente qualquer ferramenta computacional produzira
resultados mais rapidamente do que este método. Ele é, no entanto, Gtil
para aprofundar a compreensao do que é um problema de programacéao
linear e quais sao suas solugoes.

A funcéo objetivo define um hiperplano (uma reta em R?, um plano em
R3). Note que queremos maximiza-la (ou minimiza-la), portanto nao nos
fara diferenca se a modificarmos adicionando uma constante: maximizar

z=2x1+ 3%
€ 0 mesmo que maximizar

z' = 2x1 + 3x2 + 50.
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Geometricamente a funcao objetivo, como a definimos, passa pela origem.
Quando somamos a ela um valor constante, ela se afasta dali.

Cada restricdo define um semiespaco: em R?, um dos lados de uma reta;
em R3, um dos lados de um plano.

Queremos o maior valor da funcao objetivo dentro da regiao definida pe-
las restricoes. A pequena seta na proxima figura mostra o gradiente da
funcao objetivo.

Se nos movermos, a partir da reta definida pela funcao objetivo, na direcao
de seu gradiente, mantendo-nos dentro da regiao viavel, conseguiremos
solucdes cada vez melhores. Isso € o mesmo que mover a reta definida
pela funcao objetivo na direcao de seu gradiente, até que nao possa mais
ser “empurrada’. O Gltimo ponto em que ela tocar a regiao viavel é a solu-
¢ao 6tima para o problema.

Ainda podemos fazer outra observagao importante: vemos claramente
que se uma solucao 6tima existe, ela ocorrera em um dos pontos extremos
(“cantos”) da regiao viavel - ou seja, na intersecao de duas restrigoes.
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Disso podemos extrair um método para obter a solucao 6tima de pro-
gramas lineares por inspecao do grafico, desde que tenhamos apenas duas
variaveis (o0 que ndao é comum em problemas reais).

Exemplo 1.4. Resolveremos o seguinte problema de programacao linear:

max 2x7 + x2

sa.:3x;+x2 <15

x) <6

X1 +x <7
X1§9/2

x>0

Plotamos apenas as restri¢oes, e verificamos que formam uma regiao fe-

chada no plano.

0

X2

\
A B
C ~——
D
X1 .\
1 2 3 4 5

Notamos que ha poucas restricoes, portanto podemos simplesmente cal-
cular os pontos onde as retas se interceptam e verificar qual desses pontos
nos da o maior valor para a fungao objetivo.

ponto | valor
A=(0,6) |6
B=(1,6) |8
C=43)|Nn
D =(9/2,3/2) | 10.5
E=(9/2,0) |9

Verificamos que o ponto C nos da o maior valor, portanto a solugao (4, 3)
€ 6tima, com valor 11.

<
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1.3 Fluxo em redes

Tratamos nesta secao de uma aplicagao onde a correspondéncia entre os
objetos modelados e as variaveis do programa linear nao sao tao imedia-
tamente 6bvias como no caso de mistura 6tima.

Informalmente, uma rede é semelhante a um conjunto de tubos por
onde escoamos algum fluido. Queremos decidir quanto de fluido deve-
mos passar em cada tubo a fim de maximizar o fluxo entre dois pontos.
Para definir redes de fluxo com mais rigor, precisaremos definir grafos di-
rigidos.

Um grafo é um conjunto de nds (ou “vértices”) ligado por arestas. Usa-
mos grafos, por exemplo, para representar locais e caminhos entre eles.

Definigéo 1.5 (grafo dirigido). Um grafo direcionado consiste de um con-
junto nao vazio de vértices V e um conjunto de arestas E. O conjunto de
arestas representa ligacoes entre os vértices, de forma que E C V2. Deno-
tamos por (u,V) a aresta que leva do vértice u ao vértice v.

Em um grafo com peso nas arestas, cada aresta tem um valor associado,
dado por uma fungadow : E — R. ¢

Exemplo 1.6. A seguir mostramos um grafo e sua representacao de um
grafo como diagrama.

\% :{a,b,c, d) e}

¢ _ (D), (b0, (ca)
“Ude), (dye), (ae)

Note que a disposicao dos vértices e arestas no diagrama é arbitraria. O
grafo seria 0o mesmo se movéssemos estes vértices e arestas de lugar, man-
tendo as ligacoes entre eles. <

Exemplo 1.7. A seguir mostramos um grafo com pesos nas arestas
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O grafo pode ser descrito da seguinte maneira:

V ={a,b,c,d}
Eo {(a,b), (a,c), (b,c)}
(b,d), (d,c)
wl(a,b)] =5
wl(a,c)] =2
wl(b,c)] =8
w((b,d)] =3
wl(d,c)] =1

<

Definicao 1.8 (Rede de fluxo). Uma rede de fluxo é um grafo dirigido aci-
clico onde sao identificados dois vértices: um é a fonte e o outro é o des-
tino. Nao ha arestas chegando a fonte, e nao ha arestas saindo do destino.
O peso em cada aresta representa uma capacidade.
Um fluxo em uma rede é uma atribuicao de um namero (o “fluxo”) a
cada aresta (o fluxo deve ser menor ou igual a capacidade da aresta). ¢

Um problema de fluxo em rede consiste em encontrar, em uma rede,
dentre todos os fluxos possiveis, aquele com maior valor total.

Seja xj; o fluxo do vértice v; para o vértice vj.

O fluxo entrando em um né i deve ser igual ao fluxo saindo dele.

2=
j j
Os fluxos saindo da fonte e chegando ao destino sao iguais.

2% =%
j j
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O fluxo em uma aresta deve ser menor ou igual que a capacidade da aresta.
Xij < Wy

Concluimos portanto que o fluxo 6timo na rede é dado pela solucao 6tima
do problema de programacao linear a seguir.

S.a. : Z in — Z Xij = O (Vl)

Vi V3
5
ﬂ' A
5 3 4
S V4 d
A
4 3 3
2 —>/
V2 V5

Sua solucao 6tima é também a solucao 6tima do programa linear a seguir
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(para simplificar a notacao, fazemos xy = s e x5 = d.

max CTX

S.a. : X1 —X10 = 0

Xx12—%21 =0

X56 — X5 = 0

Xo1 + X02 — X36 — Xa6 — X56 = 0
Xo1 <5

xp2 < 4

x13 <5

x24 <3

x25 < 2

x32 <1

x36 < 4

x43 <3

xX46 < 3

Xs56 < 3

x>0 |

Notas

Os exemplos dados neste Capitulo nao foram apresentados de forma de-
talhada; sua fungao aqui é apenas ilustrar a utilidade da modelagem de
problemas como programas lineares.

Programacao linear nao é o melhor método para resolver problemas
de fluxo em redes, mas é ttil para entender a estrutura dos problemas e
como para modelagem e solucao rapida de pequenos exemplos. O livro
de Cormen, Leiserson, Rivest e Stein [Cor+09] contém um capitulo sobre
fluxo em redes. O livro de Bazaraa, Jarvis e Sherali [BSSO6| trata mais ex-
tensivamente do assunto.

Exercicios

Ex. 1 — Resolva os programas lineares usando o método grafico.
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) min X7 + 3x2 min x; — 3x2
min x; — 2x2
s.a.:x7 —2xy <50 s.a.:x1+x <10
saa.:3x1+x2 <6
2x7 + 4%y > 30 X1 —%x2>5
2% —x%x <9
—x7+4x; > 15 2x1+3x2 > 10
x1,%x2 >0
X1,%2 > 0 X1,%2 > 0

Ex. 2 — Converta o programa linear a seguir para a forma padrao de pro-
blema de maximizacao.

min x; — 3x2 + 5x3

s.a.:8x1 +x2 —x3 > 100
2x1 —x2 +4x3 <120
X1+ %2 > X3
X1,X2 > 0

Ex. 3 — Converta o programa linear apresentado na introdugao para a forma
padrao de problema de maximizacao.

Ex. 4 — Como seria a formulacao, como programa linear, de uma rede de
fluxo onde (i) nao ha conservacgao de fluxo nos nés (ou seja, cadané vi pode
produzir ou consumir uma quantidade fixa f; de fluxo), e (ii) onde cada
canal, além de ter um fluxo maximo suportado, tem também um minimo?



Capitulo 2

Modelagem

Nesta Capitulo descrevemos a modelagem de alguns problemas de otimi-
zagao. Estes devem ser tratados como exemplos, e ndo constituem uma
lista exaustiva de técnicas de modelagem, porque esta € uma atividade cri-
ativa, e nao teriamos como catalogar todas as formas diferentes de pensar
a modelagem de problemas.

No entanto, dividimos o capitulo em se¢oes. Cada segao contém exem-
plos de problemas modelados em grandes categorias. A primeira é pro-
gramacao linear simples, e as outras sao variantes desta: fracionaria, onde
afuncgao objetivo é uma fungao racional; inteira, onde s6 sao admitidos va-
lores inteiros para variaveis; e convexa. Em algumas se¢oes apresentamos
alguns truques simples de modelagem.

2.1 Programacao Linear

Nesta secao apresentamos alguns exemplos importantes de aplicacao de
programacao linear. Deixamos de lado tres deles, que apresentamos em
mais detalhes mais adiante: o Capitulo[l0|trata detalhadamente da estru-
tura de problemas de transporte e de algoritmos para resolvé-los; ja o
Capitulo|ll]aborda a modelagem de problemas em Teoria de Jogos; final-
mente, o Capitulo |12/ mostra como alguns problemas de controle podem
ser resolvidos com o uso de programacao linear.

2.11 Exemplos basicos

Exemplo 2.1 (Mistura 6tima). E comum que se queira determinar a pro-
porgao 6tima de mistura de diferentes ingredientes, insumos, recursos,
etc, a fim de otimizar alguma funcao. Dizemos que estes sao problemas

15



16 CAPITULO 2. MODELAGEM

de mistura otima. O problema apresentado no inicio do Capitulo um é de
mistura 6tima (procura-se determinar a propor¢ao ideal de dois produtos
para maximizar o lucro). Damos aqui outro exemplo de mistura 6tima.

<

Exemplo 2.2 (Dieta). O problema da dieta foi um dos primeiros a serem
estudados no contexto da otimizacao linear. A idéia é tentar conseguir
uma dieta que ofereca o minimo necessario para manter saudaveis mi-
lhares de soldados, reduzindo tanto quanto possivel o custo da dieta. O
problema, claro, pode ser traduzido para outros contextos.

Um nutricionista determinou que, pra um de seus pacientes, as neces-
sidades diarias de alguns itens alimentares sao como na tabela a seguir.

min max
carboidratos 268 387
fibras 25 50
proteinas 50 100
Ca | 1000 2500

B, 1.2
Bg 1.3 100

Suponha (e esta é de fato uma suposicao nao realista, e nao uma recomen-
dacao de dieta) que nutricionista e paciente tenham chegado a um acordo
quanto aos alimentos que serao usados na dieta. A composicao desses ali-
mentos e seus precos sao dados na proxima tabela. Todos os valores sao
por 100g de cada alimentcﬂ

ch(g) fibra(g) prot Ca(mg) By B¢ | preco

arroz 1 281 1.6 2.5 4 Tr Tr | 0.25
pao 74.6 34 105 19 0.38 Tr | 1.5
far rosca 75.8 48 114 35 025 0.09 | 0.6

batata 11.9 1.3 1.2 4 0.05 0.08 | 0.25
brécolis 4.4 34 2.1 51 0.04 Tr | 1.3
tomate 3.1 1.2 1.1 7 012 0.02 | 05

b. nanica 23.8 1.9 14 3 Tr 0.14 | 0.25
figo 10.2 1.8 1.0 27 0.05 Tr | 0.6
merluza 0 - 266 36 0.05 Tr | 2.2
pto frango 0 - 315 5 o0l Tr | 1.2

'O valor nutricional foi obtido da tabela de composicao de alimentos do NEPA/Uni-
camp [Lim+06].
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Tentaremos construir uma dieta de preco minimo que respeite as restri-
¢oes de nutricao dadas e usando esses alimentos. Nosso objetivo é mini-
mizar o pre¢o, portanto

min 0.25a+1.5p+0.6fa+0.25ba+1.3br+ 0.5t +0.25bn +0.6fi+22m+12fr

As restricoes dadas sao mostradas abaixo.

268 < 28.1a+ 74.6p + 75.8fa + 11.9ba + 4.4br + 3.1t + 23.8bn + 10.2f1
25 < 1.6a+3.4p +4.8fa+ 1.3ba + 3.4br 4+ 1.2t + 1.9bn + 1.8f1
50 < 25a+410.5p +11.4fa+1.2ba+ 2.1br + 1.1t + 1.4bn + 1.0fi + 26.6m + 31.5fr
1000 < 4a+ 19p + 35fa +4ba + 51br + 7t + 3bn + 27fi + 36m + 5fr
1.2 < 0.38p + 0.25fa + 0.05ba + 0.04br + 0.12t 4 0.05fi + 0.05m + 0.1fr
13 < 0.09fa + 0.08ba + 0.02t + 0.14bn

at+p+fat+ba+br+t+bn+fi+m+fr

A Ultima restricao determina que a quantidade nao seja maior que 1800g
(cada variavel nos da a quantidade de “por¢des de 100g” de alimento).

Como ja temos a funcao objetivo e as restricoes, o modelo esta pronto.

<

Exemplo 2.3 (Planejamento de producao). Um produtor de leite precisa
planejar sua produgao ao longo do ano. Ha capacidade para produzir 200{
por més sem pagamento de hora extra; e 1100¢ por més, pagando hora
extra. O custo de producao de 100¢ de leite é $10 sem hora extra, e 13 com
hora extra. O custo de armazenamento de 100¢ de leite (quando nao é
vendido no mesmo més) é de $1.5. O produtor tem dados histéricos com
a demanda tipica de cada més.

més demanda | més demanda
1 500 7 540
2 350 8 450
3 550 9 400
4 400 10 400
5 600 1 400
6 600 12 500

As variaveis cujos valores precisamos determinar sao
- pi, a producao no mes i
- eq, a producao com hora extra no més i

- aq, a quantidade de leite produzido no mes i e armazenada para o
mes seguinte.

<387
<50
< 100
< 2500

< 100
<18
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Como a demanda do ano todo nao deve variar muito, o produtor precisa
apenas minimizar o custo de produgao dessa demanda, dado por

10 pi+13) e+15) a.
i i i

As restricoes sao

- Y P =900
. Y e =200

- Se a demanda em um més é x, entao a sobra do més anterior mais
producao do mes atual, menos o que é levado ao préximo més, é
igual a x.

p1+e—a; =500
P2+ex—ay+a; =350
p3 +e3—az+a; =550

P11 +en —an + ajp =400
P12 + ez + aj; = 500
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Ja temos agora o modelo completo, que mostramos a seguir.

min 1OZP1+ 1SZei+ 1.52(11.
i i i
s.a. Z pi = 900 (uma restricao para cada 1)
i

Z e; = 200 (uma restricao para cada 1)
i

p1+ e —a; = 500
p2+ex—ay+a; =350

p3 +e3—az+ ay; =550
Pa+e4—ag+ a3 =550

Ps + es —as + a4 = 550

Pe + €5 — ag + a5 = 550

p7 +e7 —ay + ag =550

ps + es —ag + ay = 550

P9 + €9 — ao + ag = 550

P10+ €10 — ajo + ag = 550

P11 +en —an + app =400

P12 + ez + ajp =500

Pi,ei,ai =0 <

Exemplo 2.4 (Geometria). Em sua introdu¢do a Programacao Linear [MGO#],
Jiri Matousek e Bernd Gartner dao um interessante exemplo em geome-
tria, que elaboramos também neste exemplo.

Um poligono convexo em R? pode ser descrito por um niimero de re-
tas. Como cada reta é da forma y = ax + b, o poligono é descrito por

Yy = ajx + by
Yy =ayx+ by
Y = anXx + by

Queremos saber qual é a maior circunferéncia que podemos descrever
dentro desse poligono. A circunferéncia é descrita por centro e raio - por-
tanto, trés variaveis: x, y, 1.
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)

Claramente, para maximizar a area temos que maximizar o raio, portanto
ja temos nossa funcao objetivo.
As restrigoes devem descrever uma tnica limitagao: para cada parede
do poligono, o raio deve ser menor que a distancia do centro até a parede.
A distancia do centro a cada uma das paredes é

T - 2.1)

\Jai+ 1

Uma das paredes do poligono estara acima ou abaixo de fodos os pontos
no interior do poligono, como mostra a figura a seguir: a parede destacada
em negrito esta acima de todos os pontos no interior do poligono (alguns
deles sao mostrados).
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O valor dentro do médulo na formula[2.1]sera positivo quando a linha esti-
ver abaixo do centro (ou de qualquer ponto dentro do poligono), e negativa
quando a linha estiver acima do centro.

Sem perda de generalidade, suponha que as linhas 1,2,...,k estejam
abaixo do centro, e que as linhas k+1,k+2, ..., n estejam acima do centro.
Com estas condi¢des, nossas restricoes serao

Jad+1

Yy —aix —b; <

v a2+

Reorganizando as desigualdades, temos

—Tr, parai>k

1 Qi bi .
—— Yy | = x—T 2> | —— parai <k
\/a?+1 a? +1 a? +1

1 ai b;

x+1r< parai >k

a? +1 I v ai+1 v ai+1

Note que os valores entre parenteses sao constantes, porque fazem parte
da descrigcao do poligono. O modelo completo é mostrado a seguir.

max T
1 ) )
sa. | ——|y— N X—T1> L parai <k
Va2 +1 vai+1 af +1
1 ; b;
— |y - B S x+71< [ —— | parai>k
\/aiz—H \/aiz—i-l aiz—i-l
X>H>TZO

Damos um exemplo simples: tomamos o triangulo definido pelas retas

y=x
y=x/5
y=-—x+3
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A descricao das retas é dada pelos pares (aj, b;) a seguir.
(1,0)
(_1 ) 5)
(1/5,0)

Para (—1,5), por exemplo, temos

1 aj b
- I — & & _TZ -
(\/a%w)y (\/a%“)X ( a%+1)
S I P (0 | R VR G
(=1)2 +1 (=12 +1 - (=12 +1

(va)vr ()= ()

A construgao das restrigoes para os outros pontos é semelhante. O modelo
final € mostrado a seguir.
max 1
1
sa. —=y —
V2

1
—x+1r<0

V26

XY, T >0
XYy, TR

O o6timo para este problema é
(x,y) =(2.5,1.3376), 1 =0.821687
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A proxima figura mostra a circunferencia inscrita no triénguloﬂ

Embora Matousek e Gartner tenham apresentado este problema apenas
abstratamente como como otimizacao em geometria, é facil perceber sua
aplciabilidade pratica: poderiamos ter que determinar, por exemplo, quao
largo pode ser um cilindro que queremos encaixar em um dado local de-
limitado por superficies planas em um trabalho de engenharia. <

2.1.2 Valores absolutos

Quando queremos otimizar o valor absoluto de uma variavel x;, mas nao
restringi-la a valores positivos, podemos expressar x; como a diferenga de
duas outras variaveis, ambas positivas:

P _yn
Xi =X{ —X{.

Necessariamente teremos sempre um dentre x!', xI* igual a zero, e
xil = xP +x{.

Exemplo 2.5 (Regressao linear). Temos diversos dados obtidos experimen-
talmente, e queremos determinar a curva que melhor aproxima esses da-
dos.

Os dados estao na forma (xi, yi).

Se decidirmos por uma reta definida por ax + b, o erro em cada ponto
sera

zi=axi+b—y;

Nao podemos simplesmente minimizar o erro, porque ele pode ser nega-
tivo. Precisamos minimizar o valor absoluto do erro,

minZ laxi + b —yil,

1

20 posicionamento da circunferéncia na pagina foi de fato calculado através do pro-
grama linear que apresentamos!
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e representamos cada erro explicitamente como z; > 0, portanto a fungao
objetivo é
minzy+2zy+---+2zn
Construiremos as restri¢cdes da seguinte maneira:
axi +b—vy; =z +zi
——
|zi]
Mas podemos também evitar duplicar cada z;, da seguinte maneira:
axi +b—y; <z
—(axi+b—yi) <z
E as restricoes sao
ax; +b—-y; <z
—(ax1 +b—y1) < z

axy+b—y2 <z
—(axz +b—y2) <2z,

axn +b—yn < zn
—(axn +b—yn) < zn
z>0

onde a,b e 0s z; sdo as variaveis a serem determinadas, e os x;, Yy; sao
dados. <
2.1.3 Objetivo minimax

Podemos querer também minimizar o maximo (ou maximizar o minimo)
de um conjunto de fungdes.

min méax CqiXi

Podemos criar uma nova variavel w, que representa o maximo a ser mini-
mizado:

w = man quXi
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Para cada q, adicionamos uma restricao,
E CqiXi < w.
i

Desta forma, ao minimizarmos z,

- Asrestricoes garantem que w serd maior que a maior das somas para
cada q;

- Como minimizamos w, ele nao sera maior que nenhuma das somas.

Exemplo 2.6 (regressao linear). No exemplo[2.5) minimizamos a soma dos
erros. Se quisermos minimizar o maior dos erros, teremos o objetivo

min max |ax; + b —yil,
1

ou
min max |zil.
1

Podemos criar uma nova variavel w, que representa o maximo a ser mini-
mizado:
W = max |z
1

E construimos nosso modelo minimizando w:

min w

sa:axi+b—yi<w Vi
—(axi+b—yi) <w Wi
a,b,w >0

As variaveis sao a, b, w. <

2.2 Programacao Fracionaria

No problema a seguir a fungao objetivo nao é linear, mas é dado pelo quo-
ciente de duas func¢des afim:

.

min S X 14 (2.2)
g'x+f

sa:Ax>b

x>0
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Damos o nome a este tipo de problema de problema de programacao fra-
cionaria. Podemos chegar a formulacao de problemas deste tipo quando
quisermos levar em consideracao na funcao obijetivo, uma relacao cus-
to/beneficio, como por exemplo o o quociente entre lucro por unidade
de produto e custo de cada unidade.

Exemplo 2.7 (mistura 6tima). Ha uma variante do problema de mistura
6tima que é formulada como problema de programacao fracionaria.

Suponha que uma fabrica precise produzir uma liga metalica contendo
entre 0.6% e 2.1% de Carbono e no minimo 7% de Tungsténio, Molibdénio e
Vanadid®] Esta liga sera vendida por $240/kg. Ele pretende misturar outras
quatro ligas disponiveis, cuja quantidade de Carbono (Ca), Tungsténio (W),
Molibdénio (Mo) e Vanadio (V) é dada na tabela a seguir.

L L Ly I
Fe | 25% 2.0% 2.0% 2.0%
W | 2.0% 1.0% 4.0% 0.5%
Mo | 2.0% 1.0% 3.0% 1.0%
V| 1.0% 1.0% 3.0% 0.0%
qtde | 100 150 100 200

custo | 180 100 280 190

Para determinar a mistura ideal das quatro ligas, definimos as variaveis
X1, X2, X3, X4, que expressam a quantidade de cada uma. O custo sera dado
por

180x1 + 100x; + 280x3 + 190x4.

Como a liga sera vendida por 240/kg, o retorno sera de
240(x1 + x2 + X3 + x4)

Isto nos da o objetivo,

240x7 4 240xy + 240x3 + 240x4
180x7 + 100x, + 280x3 + 190%x4

As restricoes sao

0.6% < Fe <2.1%, W+Mo+V > 7%,

*Uma liga como esta é chamada de Aco Rapido, muito usado na produgao de ferra-
mentas duras (brocas, alicates, etc.
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ou seja,

2.5%7 + 2.0x3 4+ 2.0x3 + 2.0x4
X1 +X2+X3+%Xg
2.5x1 + 2.0x2 + 2.0x3 + 2.0x4
X1+ X2 +X3+%4
(20+20+1.0)x1 +(1.0+ 1.0+ 1.0)x2 + (4.0 + 3.0 + 3.0)x3 + (0.5 + 1.0)x4
X1 +X2+X%X3+%4

0.006 <

0.021 >

0.07 <

Resolvemos o sistema e reescrevemos as restricoes, obtendo o modelo.

max 240x7 + 240x; + 240x3 + 240x4

180x71 + 100x; + 280x3 + 190x4
sa:15x1+x)+x3+x4 >0 (redundante!)

—4dx1+x+x3+%x >0

—2x7 —4xy; +3x3 —5.5%x4 > 0

x1 < 100

x2 < 150

x3 < 100

x4 < 200

x>0 |

2.2.1 Transformacao em programa linear

Todo problema de programacéo fracionaria pode ser transformado em
um programa linear, mas este método é ineficiente, resultando em um
problema maior que o necessario. Pode ser usado, no entanto, na mode-
lagem de problemas pequenos.

O problema a seguir é equivalente ao problema apresentado no inicio
da secao:

min c'y + dz (2.3)
sa:Ay—zb >0

gly+fz=1

y=0

onde as variaveis sao y e z.
Pode-se mostrar que a solugao 6tima para o problemal2.3|é 6tima para[2.2]
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:
Y= <gTX+f>X

1

glx+f

definindo

Exemplo 2.8. A seguir temos um problema de programacao fracionaria
linear:
2x1+%x2—3
X]—x2+2
sa.x;+x2>10
2x1—x%x2>5
x>0

min

Temos

c'x+d

glx+f

sa:.Ax>b
x>0

min

com

1 10 2 1
A=) 2= (5) () () e

O problema de programacao linear equivalente é

min c'y + dz

sa:Ay—zb >0
gly+fz=1
y=0,

ou seja,

min 2y; +y; — 3z
sa:yy+y,—10z>0
2y1—y2—5z>0
Yy—y—2+2z=1
y > 0. <
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2.3 Programacao Inteira

Muitas vezes queremos resolver um problema de otimizacao linear onde
sO nos interessam as solu¢oes inteiras. Um problema de programacao in-
teira é semelhante a um problema de programacao linear, mas restrin-
gindo parte das variaveis a valores inteiros:

max ¢'x
sa.:Ax=Db
x>0

Xj € Z, se j € K
onde o conjunto K contém os indices das variaveis inteiras.

Exemplo 2.9 (mistura 6tima inteira). Uma empresa produz trés produtos,
A, B e C, feitos em trés maquinas, My, M, e M3. Todas as maquinas po-
dem produzir todos os produtos, exceto que a maquina M3 nao pode ser
usada para fabricar o produto C. A tabela a seguir mostra quanto cada pro-
duto usa do tempo de cada maquina para a fabricagao de uma unidade, e
quanto é o lucro de cada produto por unidade, bem como o tempo dis-
ponivel em cada maquina.

produto | tempo necessario | lucro

A 4 1 117
B 7 3 3|25
C 2 2 0|6

tempo disponivel | 230 170 40

Além disso, a empresa se comprometeu a entregar 10 unidades de A e 5
unidades de B.

Para decidir quanto produzir de A, B e C, maximizando o lucro total,
formulamos o problema como programa linear.

Denominaremos a quantidade de produtos a na maquina M; por am,.
As maquinas nao podem fabricar parcialmente um produto, portanto exi-
gimos que cada uma destas variaveis tenha valor inteiro.

A funcao objetivo expressa a maximizacao do lucro obtido com a pro-
ducao dos trés produtos:

max 7A + 25B + 6C.

ou, ja especificando quando cada maquina produzirg,

max 7 <Z ami> +25 <Z bmi> +6 (Z cmi> :
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As restri¢coes sao de dois tipos: limite de tempo e minimo necessario de
cada produto.

Os limites de tempo sao

4amy + 7bmy 4+ 2cmy < 230
amy + 3bm; + 2bms < 170
ams + 3bmz < 40

Ja os limites minimos de producao sao

am; + amy + amz > 10
bm; +bmy; +bmz >5

O modelo esta pronto!

max 7amy + 7am;, + 7ams +
25bmy + 25bm; + 25bmg +
6cm; + 6cmy + 6¢m3

s.a.. 4am; + 7bm; + 2emy < 230
amy + 3bm; 4+ 2bmgz < 170
ams + 3bmgz < 40
am; +amy +amsz > 10
bm; +bmy; +bmz >5

amj, bmi,cm; € Z7* (solugdes inteiras positivas!)

E comum escrever o modelo de forma mais compacta,

max 7Z ami—i—ZSmei—i—GZcmi
i i i

s.a..4amg + 7bm; + 2em;y < 230
am; + 3bmy + 2bms < 170
ams + 3bms < 40

> am;>10
i
D> bmi>5
i

ami, bmi,cm; € Z* <
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2.3.1 Valores descontinuos

No processo de modelagem, pode acontecer de nos darmos conta de que
uma determinada variavel possa assumir valores em um conjunto des-
continio - por exemplo, ou zero ou em [3, 5].

0 3 5

Nesta situacao, é Gtil criar uma nova variavel (por exemplo, y), que cha-
mamos de variavel indicadora, cujo valor determina em qual dos interva-
los esta o valor da variavel descontinua (no nosso exemplo, x):

)0 sex=0
Y= 1 sex € [a,b]

Tendo criado a nova variavel, as restricdes passam a ser
x < by
X > ay
ye{o1
O modelo passa a ser de programacao inteira, porque y € binaria.

Exemplo 2.10. <

2.3.2 Restrigoes condicionais

Exemplo 2.11. <

2.3.3 Eliminando produtos de variaveis

E possivel que ao formularmos um problema como programacao inteira,
tenhamos que usar no objetivo ou alguma restricao o produto de duas
variaveis, resultando em um problema de programacgao nao linear. No
entanto, em algumas situacoes, é possivel reformular o problema como
programa linear.

Se o produto é de duas variaveis binarias x; e x;, podemos substituir o
produto por uma nova variavel y, com as seguintes restrigoes:

y<x
y<x2
y>x1+x2—1
y €{0,1}



32 CAPITULO 2. MODELAGEM

Quando o produto é de uma variavel binaria x; com uma continua x;,
e ha a restricao x; < K, introduzimos a variavel y = xx;, e as restri¢coes

y < Kxq

y<x2

Yy > x — K(1 —x7)
y=>0

Exemplo 2.12. <

24 Programacao Nao-Linear

Quando a funcao objetivo ou as restricdes nao sao descritas por fungoes
lineares, temos um problema de programacao nao linear.

Exemplo 2.13 (regressao nao-linear). No exemplo[2.5] tentamos obter uma
reta que aproximasse um conjunto de dados, minimizando a soma dos
erros. Se quisermos ajustar uma parabola (ou polinémio de grau maior),
teremos um problema de programagao nao-linear.

A fungao objetivo é

minzy +2zy+ -+ zn
E as restricoes sao

ax? +bx; +c—yp < z
—(axj +bxi +c—y1) < z
ax%+bxz+c—92§zz
—(@X3+bxy+c—1y2) <z

axi+bxn~|—c—yn§zn
—(axy +bxn +¢—yn) < zn
z>0

onde a, b, c e 0s z; sao as variaveis a serem determinadas, e 0s xi, yi Sao

dados.
O Exercicio[I0] pede a generalizacao deste exemplo. <
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Notas

O problema da dieta foi proposto nos anos 40 por George Stigler: tratava-
se de tentar encontrar a mais barata dieta que pudesse manter sauda-
vel um homem adulto de constituicdo fisica usual. Stigler, usando uma
heuristica, encontrou uma dieta que custava somente 39.93 dolares por
homem, e por ano (a dieta custaria pouco mais de 500 ddlares no ano
2000). George Dantzig, depois de criar o método Simplex para resolver
problemas de programacao linear, aplicou-o ao problema original da di-
eta, encontrando a solugao 6tima, que custava somente 24 centavos me-
nos que a de Stigler por ano. O préprio George Dantzig, em um artigo
de 1990 [Dan90], conta a histéria do problema da dieta. Anos depois de
ter publicado o modelo, seu médico teria recomendado que ele perdesse
peso, e ele entao tentou modelar sua prépria dieta e seguir o resultado
produzido por um computador, mas por diversas vezes deparou-se com
solugdes absurdas que cladamente indicavam problemas na modelagem,
como a recomendagao do consumo diario de “quinhentos galoes de vina-
gre’, “"duzentos cubos de caldo de carne’, e “900g de farinha ou melaco”.

Alguns dos exemplos desde Capitulo sao adaptados do manual do texto
de Bisschop [Bis14].

O método dado neste Capitulo para programacao linear fracionaria é
simples, mas resulta em um aumento do problema a ser resolvido. Ha mé-
todos mais eficientes. Os livros de Bajalinov [EriO3]| e de Stancu-Minasian [Sta97]
trazem exemplos de modelagem e desenvolvem a teoria da programacao
linear fracionaria.

Exercicios

Ex. 5 — Suponha que uma fabrica possa produzir dois produtos diferen-
tes: jaquetas e calgas de poliéster. Cada lote de jaquetas resulta em lucro
de 500 para a empresa, e cada lote de calcas resulta em lucro de 700.

-Cada lote de jaquetas custa 10, e cada lote de calgas custa 15. O or-
camento mensal da empresa que pode ser destinado a producao é
igual a 400. O lucro s6 é realizado muito mais tarde, e cada lote deve
ser pago antes da producao iniciar (isso significa que ha um limite
para a quantidade de lotes produzidos em um més).

-Cada lote de jaquetas leva um dia para ser produzido, e cada lote de
calcas precisa de dois dias. A fabrica tem 22 dias por més disponiveis
para a produgao.
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-A empresa tem um contrato com o governo que a obriga a produzir
no minimo 5 lotes de jaquetas por més.

-Além disso, ha baixa oferta de fechos para as calgcas - somente um
fornecedor, com capacidade limitada - e isto limita a producao de
calcas a 10 lotes por més.

Formule o problema.

Ex. 6 — Um fazendeiro estd estudando a divisao de sua propriedade nas
seguintes atividades produtivas:

-A (Arrendamento) - Destinar certa quantidade de alqueires para a
plantacao de cana-de-agucar, a uma usina local, que se encarrega da
atividade e paga pelo aluguel da terra $300,00 por alqueire por ano.

-P (Pecuaria) - Usar outra parte para a criagao de gado de corte. A re-
cuperacao das pastagens requer adubacao (100Kg/Alq.) e irrigagdo
(100.000 litros de agua/Alq.) por ano. O lucro estimado nessa ativi-
dade é de $400,00 por alqueire por ano.

-S (Plantio de Milho) - Usar uma terceira parte para o plantio de milho.
Essa cultura requer 200Kg por alqueire de adubos 200.000 litros de
agua/Alq. para irrigagao por ano. O lucro estimado nessa atividade é
de $500,00/alqueire no ano.

A disponibilidade de recursos por ano € 12.750.000 litros de agua, 14.000
Kg de adubo e 100 alqueires de terra. O fazendeiro quer determinar quan-
tos alqueires devera destinar a cada atividade para proporcionar o melhor
retorno. Formule o problema como programa linear.

Ex. 7 — Um veiculo tem 100 unidades de combustivel, e deve andar por
um labirinto aciclico. Caminhos diferentes consomem mais ou menos
combustivel, e dao ao veiculo recompensas diferentes. Sabendo o mapa e
os custos e recompensas, o veiculo deve usar da melhor maneira possivel
suas 100 unidades de combustivel. Modele este problema como programa
linear.

Ex. 8 — No exercicio @ exigimos que o labirinto (e consequentemente o
grafo que o representa) fosse aciclico. Explique porque, e diga o que acon-
teceria com seu modelo de programa linear se o grafo tivesse ciclos.

Ex. 9 — Demonstre a equivaléncia dos dois problemas mostrados na Se-

cao[2.2]
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Ex. 10 — Generalize o exemplo para usar uma funcao nao-linear qual-
quer ao invés de um polinémio.
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Capitulo 3

Conjuntos Convexos e Solucoes
Viaveis

O conjunto das solugdes viaveis para um programa linear &€ um conjunto
convexo. Iniciamos este Capitulo com uma breve introdugao a convexi-
dade e depois abordamos algumas propriedades das solugdes de progra-
mas lineares.

3.1 Conjuntos convexos

Definicao 3.1(Conjunto aberto). Um conjunto X é aberto se para todo ponto
x € X ha uma distancia e tal que qualquer ponto y cuja distancia de x seja
menor que e também pertence a X. ¢

A proxima figura mostra o intervalo (0, 1), que é um conjunto aberto
de nimeros reais. Com zero e um nao pertencem ao intervalo, temos que

Para qualquer x € (0, 1), ha alguma distancia e tal que podemos encon-
trar algumy € (0, 1), que fica ndao mais longe que e de x. Isto claramente
acontece porque nem zero nem um pertencem ao conjunto, e sempre po-
demos escolher algum nimero entre x e zero ou entre x e um.

c=04

<

Yy o

Re —

o
0

Ja o intervalo [0, 1] nao é aberto, porque para x = 1 e x = 0 nao conse-
guimos uma vizinhanca € totalmente contida no intervalo.

37
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Definicao 3.2 (Conjunto fechado). Um conjunto é fechado se seu comple-
mento € aberto. ¢

Exemplo 3.3. Os pontos internos de uma circunferéncia, sem a borda, que
satisfazem x? 4+ y? < 12, formam um conjunto aberto.

J& os pontos internos da circunferéncia, determinados por x* +y? < 12,
formam um conjunto fechado.

A seguir mostramos os dois casos: os pontos de uma circunferéncia

sem a borda (A) e com a borda (B).

aberto nao aberto

Mostramos a seguir os complementos desses conjuntos. Note que como
estamos trabalhando em R?, os retangulos nao significam que os comple-
mentos sao limitados.

A B

complemento nao aberto complemento aberto

A figura da esquerda mostra que o complemento do conjunto nao é aberto,
portanto o conjunto A nao é fechado. A da direita tem complemento aberto,
logo o conjunto B é fechado. <
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Observe que um conjunto pode ser fechado e aberto ao mesmo tempo,
e também pode nao ser nem fechado e nem aberto.

Exemplo 3.4. O conjunto (0, 1] nao é aberto: para x = 1, escolha qualquer
distancia e. Naohavalor >0comd <eel+ 06 € (0,1].

(0,1] Oo—e

complemento —_— O

Mas o conjunto também nao é fechado, porque seu complemento, (—o0, 0]U
(1,4+00) nao é fechado - teremos o mesmo problema na fronteira do zero.
D |

Exemplo 3.5. O espaco R™ é aberto, porque para qualquer x € R" e dis-
tancia € ha umy € R" cuja distancia de x € menor que e.

O complemento de R™ é o vazio. E o vazio é também aberto, por va-
cuidade: a afirmagao‘para todox € {), ... “sempre é verdadeira.

Assim, R™ é fechado e também aberto. <

Trabalharemos com problemas de otimizagao que sao bem definidos
em conjuntos fechados: no conjunto x € (0, 1), por exemplo, nao pode-
mos selecionar o maior elemento.

Definicao 3.6 (Combinacao afim). Uma combinacao afim de xi1,X2,...,Xn
é uma combinagao linear dos x;, com a soma dos coeficientes igual a um.
¢

Exemplo 3.7. Sejam x1,x,x3 elementos quaisquer. Entao
—0.1x7 + 0.4%x2 + 0.7x3
é combinacao afim de x1, x, x3. <

Definicao 3.8 (envoltéria afim). A envoltéria afim de um conjunto X C R™,

denotada aff(X), é o conjunto de todas as combina¢des afim dos elemen-
tos de X. ¢

Exemplo 3.9. A envoltoria afim de dois pontos diferentes é a reta passando
por eles: seja A = {x,y}, comx = (1,2) ey = (1,1). A envoltéria afim dos
dois pontos é

aff(X) ={ox+ (1 — o)y, x € R}
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ou

aff(X) = { (et + (1 — &), 20+ (1 — a)) x € R}
={(l,a+1),x € R}

A envoltéria afim de quatro ou mais pontos nao coplanares em R3 é todo o
R3. Seja B = {x,y,z}, comx = (1,1),y = (1,2) e z = (3, 1). Temos portanto

aff(B) = { (ax + By + (1 —ox — Bz, x, p € R) }
={(e,0) + (B,2B) + (3 —3(ec+ B), T — (x + B))}

A envoltéria afim de trés ou mais pontos ndo colineares (afim-independentes)

mas coplanares é o plano em que eles estao. <
Definicdo 3.10 (Combinacao convexa). Uma combinacao convexade X1,X2, ..., Xn
é uma combinacgao afim com coeficientes nao negativos. ¢

Exemplo 3.11. Sejam x1, X, x3 elementos quaisquer. Entao
0.2x1 4+ 0.3x2 + 0.5%3
é combinacao convexa de x1,x2, X3. |

Definicao 3.12 (Conjunto convexo). X C R™ é convexo se Vx,y € X, todas
as combinacgdes convexas de x e y também estao em X. ¢

Alternativamente, podemos dizer que um conjunto S de pontos é con-
vexo se para toda reta r, S N r é conexo, ou seja, S N r forma um Unico
segmento (ou reta).

Exemplo 3.13. Qualquer intervalo fechado [a,b] C R é convexo. Suponha
que x,y € [a,b], e x < y. Claramente, temos a < x < y. Entao para
qualquer combinacao convexa z = Ax + (1 — A)y, temos x < z < y, que
implica que a < z < b, e a combinacao z € [a, b].

Lembramos que os intervalos (—oo, b] e [a, 00) sao fechados. <

Exemplo 3.14. Damos exemplos de conjuntos convexos e nao convexos
em R?. Sdo convexos:
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Os seguintes conjuntos de pontos nao sao convexos, e em cada um ha a
indicacao de dois pontos com combinacao convexa fora do conjunto.

<

Definicao 3.15 (Envoltoria Convexa). A envoltéria convexade um conjunto
X C R™ é o menor subconjunto convexo de R™ contendo X. Denotamos a
envoltoria convexa de X por [X]. ¢

Note que em muitos textos de Algebra Linear, usa-se [X] para o subes-
paco gerado por X (todas as combinacoes lineares de vetores de X - o que
é diferente da envoltéria convexa).

A figura a seguir ilustra um conjunto de pontos e sua envoltoria con-
vexa em RZ,
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Teorema 3.16. [X] € igual ao conjunto de todas as combinacées convexas
de subconjuntos finitos de X.

Demonstragao. Temos C = NYj, onde Y; sao conjuntos convexos con-
tendo X.

C’ é o conjunto de combinacdes convexas finitas de pontos de X.

(&), C C C': basta verificar que C’ é convexo, porque X C C'.

Sejam x,y € C’. Entao x,y sdo combinac¢des convexas de pontos de X.
Sejat € [0,1]. Entao, tx + (1 — t)y é combinacao convexa de pontos de X,
e C’ é convexo.

(=),C’ C C :realizamos a prova por indu¢ao no nimero de pontos,
que denotaremos por m.

A base pode ser verificada trivialmente param = 1 e m = 2. Para o
passo, consideramos m > 3.

Nossa hipétese de inducao diz que todo ponto em C’ que é combina-
cao convexa de m — 1 pontos de X também esta em todos os conjuntos
convexos contendo X (esta em C).

Sejax = t1x1 + ...+ tmXxm. (Note que x € C’)

Se t, = 1, entdo x = X, € o resultado vale trivialmente.

Se t;, < 1, seja entao

t .
t{:1—ltm’ i=1,2,...,.m—1
Entao temos
—1 —1
m t!_m ti
! =
i=1 1:11 tn
:(Z{iftl)_tm
1_tm
1=ty

Entao
x' =tx1 +tx2 + ..o+t X
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é combinagdo convexa de x1,x2,...,xn—1. Pela hipétese de inducao, x" €
C. Como x, € X, entao x;, € C. Entao

x = (1 —ty)x' + tmXm

€ combinagao convexa de dois pontos em C e, como C é convexo, x €
C. |

Cada restricao de um programa linear define uma regiao do espago
que chamamos de semiespaco. Definimos a seguir hiperplano e semies-

pago.

Definicao 3.17 (hiperplano). Seja X um conjunto de pontos X C R™ tal que
para todo x € X, existem a; e b, com pelo menos um q; diferente de zero,

arx) +axxy+---+ apxn = b.
Entao X é um hiperplano em R™. ¢

Exemplo 3.18. Retas sdo hiperplanos em R?, e planos sdo hiperplanos em
R3. Similarmente, pontos sao hiperplanos em R. <

Definicao 3.19 (semiespaco). Em R™, um semiespaco é a regiao de um dos
lados de um hiperplano. Em outras palavras, sao os pontos x tais que

aix) + ayxy 4+ -+ anxn > b,
para determinados ai, b € R. ¢

Exemplo 3.20. O conjunto {x € R : x < k} com k constante é o intervalo
(—o0, k], que € um semiespaco de R. <

Exemplo 3.21. As solucdes para uma desigualdade em R™ definem um se-
miespaco. <

Semiespagos sao convexos: se S € o conjunto de pontos de um dos la-
dos de umareta, as combinagdes convexas de pontos de S também estarao
naquele mesmo lado da reta.

Definicao 3.22 (Epigrafo). Seja f : R — R uma fungdo. O epigrafo de
f € o conjunto de pontos (X1,X2y...,Xn,Xnt+1) € R™ tais que Xnt1 >
f(XhXZ)---»Xn)- ¢

A figura a seguir mostra o epigrafo da funcgao f(x) = ’3‘% —3x+4.
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mﬁf(x)

Definicao 3.23 (Ponto extremo de conjunto convexo). Um ponto x € S
convexo é um ponto extremode S se nao é combinagao convexa de outros
pontos de S. ¢

Exemplo 3.24. Qualquer ponto de uma parabola é ponto extremo de seu
epigrafo. <

Exemplo 3.25. Ilustramos alguns dos pontos extremos (nao todos) nos
conjuntos a seguir.

<

Teorema 3.26. Sejam S1,S3,...,Sn conjuntos convexos. Entao também
sdo convexosNSi, > Si eaS;, x € R.
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Demonstracao. Demonstramos apenas o caso da soma. Os outros sao pe-
didos no exercicio[I3]

Sejam a,b € §; +§;. Entaoca = a; + a; eb = by + by, com ay, by € S5 e
az by € §5. Para0 <A <1,

Aa+ (T—=A)b=A(a; +a2) + (1 —A)(by +b2)
=Aa; +Aaz+ (1 —A)by + (1 —A)by
=Aaq + (1 —}\)b] + Aaz + (1 —)\)bz
= [7\(11 + (] —)\)bﬂ + D\Clz + (] —)\)bz] ,
que esta em S; + §;. [

Definigao 3.27 (poliedro). A intersecao de um numero finito de semies-
pagos em R™ é um poliedro. ¢

Podemos reescrever esta definicao.

Definicao 3.28 (poliedro). Um conjunto de pontos P € R™ é um poliedro
se e somente se pode ser descrito como P ={x € R" : Ax = b}, onde A é
uma matriz e b € R™ ¢

Um poliedro pode nao ser limitado, como por exemplo o poliedro de-
finido pelas inequagodes

—5x1 +2xp < -2

27
—6Xx1 + 25%2 > >

ilustrado na figura a seguir.
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Definicao 3.29 (Politopo). Um politopo é um poliedro limitado. ¢

Exemplo 3.30. Semiespacos e epigrafos de fun¢des nao sao politopos. Um
poligono convexo (triangulo, quadrado, pentdgono, etc) em R? é um poli-
topo. <

A nocgao de dependéncia linear estende-se naturalmente para combi-
nacdes afim e convexas.

Definicao 3.31 (afim-independente). Um conjunto de pontos é afim-independente
quando nenhum deles é combinagao afim dos outros. ¢

Exemplo 3.32. Os pontos (1,1) e (2,3) sdao afim-independentes. Se ten-
tarmos escrever um como combinacao afim do outro, teremos

(]) ]) = A(2a3)>

o que seria impossivel.
Os pontos (2,2) e (6,6) também sao afim-independentes, mesmo sendo
linearmente dependentes: se

(6) 6) = A(Za 2))

deveriamos ter A = 3, mas para que a combinagao fosse afim, A teria que
ser um. <

Exemplo 3.33. Os pontos (1,2), (2,—2) e (5/4,1) sao afim-dependentes.
Para verificar, mostraremos que existem a,b, com a + b = 1, tais que

(1,2) = a(2,-2) + b(5/4,1).

Para obter os coeficientes resolvemos o sistema

5
2 -b=1
a-—+ 1
—2a+b=2
a+b=1
O sistema tem solugao a = —1/3 e b =4/3, e portanto (1, 2) é combinacao
afim de (2,—2) e (5/4,1). <

Definicao 3.34 (Dimensao de um politopo). Um politopo P tem dimensao
igual a d se d + 1 é o maior niumero de pontos afim-independentes que
podem existir em P. ¢
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Exemplo 3.35. Um ponto tem dimensao zero, porque é um conjunto de
um (0+1) tnico ponto. Uma reta é um politopo de dimensao um, porque
um terceiro ponto sempre pode ser descrito como combinacao afim de
dois (1+1) outros na mesma reta. Um triangulo tem dimensao dois, porque
um quarto ponto pode ser descrito como combinacao afim de outros trés
(2+1) no mesmo plano. <

Teorema 3.36. Um politopo P tem dimensao igual a dimensao de aff(P).

Exemplo 3.37. Sabemos que um triangulo tem dimensao dois. De fato, a
envoltéria afim do triangulo é R?, com dimensao dois. <

3.2 Solucodes viaveis para programas lineares

Teorema 3.38. O conjunto S de solugbes viaveis para um programa linear
é fechado, convexo e limitado por baixo.

Demonstragao. Pela restricao x > 0, S é limitado por baixo. Além disso,
S é intersecao dos semiespacos definidos pelas restricdes do problema e
pela restricao de nao negatividade. Como os semiespagos sao convexos e
fechados, S também é. |

Teorema 3.39. Seja S o conjunto de solugdes viaveis para um programa
linear. Entao, se existe solucao otima para o programa linear, existe um
ponto extremo em S com o valor 6timo.

Antes de elaborarmos a demonstracao formal deste Teorema, nota-
mos que € intuitivamente simples perceber o que esta sendo enunciado.
Escolhemos um ponto dentro do poliedro. Tragamos neste ponto um hi-
perplano ortogonal ao gradiente do objetivo e movemos esse hiperplano
na direcao do gradiente. Ha uma distancia maxima que esse movimento
pode ser feito sem que o hiperplano fique completamente fora do poli-
edro. Quando essa distancia € maxima, o hiperplano toca o poliedro em
um ponto extremo (pode tocar em uma aresta ou face, mas ainda assim
ele toca um ponto extremo). A figura a seguir ilustra graficamente esta
intuigao.
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A seguir damos uma demonstragao formal desse Teorema.

Demonstracao. (do Teorema|3.39).
S tem um numero finito de pontos extremos, que denotamoeﬂxf, X3y Xp-
Seja Xy um ponto viavel maximizando c¢'x em S:

Vx €S, CTXO > c'x.

Suponha que xy ndo é ponto extremo. Entao xy pode ser descrito como
combinagao convexa dos pontos extremos de S.

P
Xo=) AMx{, A =0,) A=1
i=1

Seja entao x} o ponto extremo com maior valor objetivo. Entao,

P
c'xg=c' Z Aixi
i=1

Temos entdo c'xy < ch;‘. Como xo € 6timo, c'xy = chi, e existe o ponto

extremo x; onde o valor do objetivo é 6timo. [ |

Representamos as restricoes de um problema na forma matricial como
AX = b. A matriz A normalmente tera m linhas e n colunas, comn > m.
Presumiremos que o posto da matriz € m - caso nao seja, sempre podemos
eliminar uma das restricoes.

Cada coluna de A representa uma variavel. Como a matriz tem posto
m, podemos tomar m colunas LI (ou m variaveis), formando uma matriz
quadrada B, de ordem m, e resolver o sistema

BXB = b,

'Insistimos em mostrar os pontos como vetores!
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onde xp é o vetor composto pelas variaveis relacionadas as colunas em B.
A matriz B tem posto completo, portanto o sistema sempre tera solu-
cao. As variaveis representadas pelas colunas que usamos para formar B
sao chamadas de variaveis basicas, e as outras sao as variaveis nao basicas.
Aoresolver o sistema, determinamos valores para m variaveis. Se fizer-
mos as outras variaveis iguais a zero, teremos uma solucao para Ax = b.

Definicao 3.40 (solucao basica). Seja Ax = b o conjunto de restri¢coes de
um problema de programacao linear, onde A tem m linhas e n colunas.
Seja B uma matriz formada por m colunas linearmente independentes de
A. Entao os vetores x tais que Bx = b sao chamados de solu¢ées basicas
para o problema. ¢

Suponha que a matriz A tenha posto m. A matriz B com m colunas LI
€ uma base para o espaco-coluna de A - dai o nome “solucao basica”.

Definicao 3.41 (solucao viavel basica). x € R™ é solucao viavel basica para
um problema de programacao linear se é viavel e também basica. ¢

Exemplo 3.42. Suponha que as restricoes de um P.L. sejam

2x1+3x; <8
X —2x <2

Na forma padrao, estas duas restrigdes sao

2x1+ 3% +x3 =38
X1 —2x+x4=2

Estas restricoes podem ser descritas como Ax = b, com

(2 310 | x (8
A‘<1 2 0 1>’ x| b‘(z)'

Como as duas linhas sdo LI, claramente o espago coluna de A é igual a R?.
Tomamos duas colunas LI de A, e obtemos uma base para seu espaco-

coluna:
2 1
5= (3 o)
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Qualquer solucao para

2 1 X1\ 8

10)\x3) \2
ou para qualquer outro sistema obtido da mesma forma, com colunas LI
de A, é uma solugdo basica para o problema de programacao linear. Ob-

serve que nao usamos x;. Em uma solugao basica gerada por esta base,
sempre teremos x; = 0. Se mudarmos a base, x, podera ser positiva. <

Teorema 3.43. Seja S o conjunto de solugoes viavels para um programa
linear. Entao uma solugao viavel x € S é basica se e somente se é um
ponto extremo deS.

Demonstragao. (<) Seja x ponto extremo de S e, sem perda de genera-
lidade, presuma que x1,x2,...,xx > 0 € Xx41,...,Xn = 0. Mostraremos
que as k primeiras colunas formam um conjunto LI, sendo portanto uma
solucao viavel basica.

Denotando a j-ésima coluna de A por aj, temos

arxy +azxy +...+agxx = b. (3.1

Suponha que aj, ..., ag sao linearmente dependentes. Entao, pela defini-
¢ao de dependéncia linear,

30(1, KDy eeey Ky Z Xiaj = O, (3.2)

com algum o # 0.

Usaremos os coeficientes desta combinacao linear para descrever o
ponto xtremo x como combinagado linear de outros pontos (o que seria
uma contradicao).

Seja ¢ > 0. Sejam

x' = (X1 + ex1,%2 + €2, ..., Xx + €011, 0,0,...,0)7

2 T
X = (X] —EO(],Xz—Eaz,...,xk—SO(k,0,0,...,O)

Temos x; > 0 paraj < k. Entao existe ¢ > 0 tal que os primeiros k elemen-

tos de x' e x? sdo maiores que zero:

Xj+£06j>0

xj—eog >0
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Pode-se verificar que
. Xj
0<e<mini —, 05 #0
i Lol

satisfaz estas condicdes.

Temos portanto x' e x
%x1 + %xz, e X é combinacdo convexa de x' e x
extremo!

Concluimos que nossa hipétese era falsa: ay,..., ax € linearmente in-
dependente, e a solucao é basica.

(=) Suponha que x* € uma solucao viavel basica, com componentes

2 viaveis (ambos maiores que zero). Mas x =

2 _ nao pode ser ponto

X7y X3y oy X1, 0,0,...,0. O valor dos x; é dado por
E ainj:bi, i:],z,...,m. (3.3)
j<m
Como ay, az,..., 4, € linearmente independente, as solugdes sao tnicas.

Suponha que x* nao é ponto extremo de S. Entao deve ser combinacao
linear de duas solucdes viaveis x' e x?, diferentes entre si.

para0 <A < 1.
Como x;,sz > 0 entao x;,sz =0 paraj > m.

Restam os x! e x? comj < m. Como as solugdes para o sistema (3.3) sao

Unicas, necessa:rian?lente temos xf = xj] = sz, mas haviamos presumido
x! #£ %2,

Concluimos entao que x* nao pode ser descrito como combinagao li-
near de pontos de S - € um ponto extremo. [

Exemplo 3.44. Novamente tomamos como exemplo um sistema com res-
tricoes Ax =b, e

X1

(2 310 % (8
A‘<1 2 0 1>’ x| b‘(z)'

X4
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Usando a base B = (% 3,),
2 3 X1\ 8
1T =2)\xa) \2

x1 =22/7, x;=4/7,

tem solucao

A solucao é viavel basica, e na figura a seguir podemos observar que esta
em um ponto extremo.

Observe que uma solucao viavel que nao esteja em um ponto extremo nao
é basica: seja
X]ZL XzZ], X3:3, X4:3.

Esta solugao é viavel, porque todas as variaveis sao positivas, e respeitam
as restricoes.
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No entanto, nao esta em ponto extremo, logo nao é basica. <

Teorema 3.45. O conjunto de solugées otimas para um programa linear é
um conjunto convexo.

Demonstragao. Seja K o conjunto de solugdes 6timas, xj,x; € K, e z* o
valor 6timo da fungao objetivo. Entao,

Como sao viaveis, xj,X; € S e § é convexo, portanto
Ax]+(1=A)x3 €S, 0<ALT.
Temos entao

c'(x,x5) = A" + (1 =A%
=AzZ"+ (1 —=AN)z* =z".

Assim, Ax] 4 (1 =A)x; € K, para0 < A <1, e K é convexo. [ |

Corolario 3.46. Se ha mais de uma solucao 6tima para um programa linear,
ha uma quantidade infinita e nao enumeravel delas.

Claramente, o conjunto de solugdes 6timas contém um Unico ponto
se for um ponto extremo isolado, ou infinitos pontos, se for a envoltoria
convexa de alguns pontos extremos.

Teorema 3.47. Se existe solugao viavel para um programa linear, entao
também existe solucao viavel basica.
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Demonstracdo. Sejam ajy,ag,...,an as colunasde A, e x = (X1,X2,...,Xn)
viavel:
xja; +x2az +...=Db.

Suponha, sem perda de generalidade, que as k primeiras variaveis de x,
sao maiores que zero, e portanto xja; + xaz + ... + xXgax = b.
Trataremos dois casos: no primeiro, ay,...,ax sao linearmente inde-
pendente. No segundo, sao linearmente dependentes.
Primeiro caso (colunas L.I): nesta situagao, k < m, porque A tem posto
completo.

- Se k = m a solucao é, por definigao, basica.

- Se k < m, entao m — k colunas podem ser obtidas de A para formar
uma matriz m x m com colunas ay, ..., ay, ..., any, todas L.I.

Segundo caso (colunas L.D.): se ay, ..., ax sao L.D,, entao existem «, . . ., o,
com pelo menos um «; > 0 tais que

Zocja]- =0

Multiplicamos a equacgao por ¢:
k
Z egaj =0 (3.4)
j=T1
Temos também, da definicao do programa linear, que
k
Z Xja]- = b (3.5)
j=T1
Calculamos agora —(3.4):
k
ija]- —eogaj=b
j=T1
k
Zaj (xj —eoy) =b
j=1

e portanto os (x; — e;) formam uma solucao para o sistema Ax = b.
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Para garantir que a solugao é viavel escolhnemos

. Xq
€= mm{l,oq > O}
) i

Seja p o indice do minimo definido acima, de forma que ¢ = x, /o, Para
P

Xp &
(xp—socp):xp—ﬁzo
Xp
Para i # p,
Xp O
(xi —ea) = x — ——.
Xp

Como x; > 0 e 2% < x;, temos x; > 0 (ndo teremos uma solugao inviavel).
P

A variavel de indice p torna-se zero, e a nova solucao
/
X = (X] —EXTy ey XK1 — S(Xk,ho,...,())

tem entao no maximo k — 1 varidveis positivas. Se as colunas associadas
com estas k — 1 variaveis ainda forem L.D. repetimos a operagao; senao, o
primeiro caso se aplica. n

3.3 Funcgodes Convexas

Nesta segao tratamos brevemente de fungdes convexas, que sao impor-
tantes para o desenvolvimento da teoria de otimizagao nao linear.

Definicao 3.48 (Funcao convexa). Uma funcdo é convexa se seu epigrafo
é convexo. Uma funcao f é céncava se —f é convexa. ¢

A figura a seguir mostra o epigrafo da funcao convexa f(x) = x2—3x+3.
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0 ‘ ‘
0 1 2
X

Teorema 3.49. Sef:R™ — R é convexa e Dom(f) é convexo, entao

AM(x)+ (1 —=AN)f(y) > f(Ax+ (1 —A)y)

para todos x,y € Dom(f) e todo A € [0, 1].
Teorema 3.50. Sefi,fy,...,fm : R™ = R sdo convexas, entao também sao
convexas
g(x) = max{fi(x)}

) =Y filx)

O teorema nos da uma segunda caracterizagao de func¢oes conve-

Xas.
Teorema 3.51. Uma funcaof com dominioD C R™ é convexa se e somente

se, para todos x1,x; € D, e para todo A € [0, 1],
A1 + (1= A)x2) < Af(xq) + (T —A)f(x2).

Definicdo 3.52. Seja A uma matriz quadrada simétrica. A é semidefinida
positiva se x' Ax > 0 para todo x. A é definida positiva se x' Ax > 0 para

¢

todo x # 0. E A é indefinida se x" Ax assume valores positivos e negativos.

Teorema 3.53. Uma matriz quadrada é semidefinida positiva se todos seus

autovalores sao nao-negativos.
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Exemplo 3.54. A matriz
111
A=11 2 3
1 3 6

é semidefinida positiva. Observamos que
XAX = 6x§ + ZX% + X% + 6%2%3 + 2x1x3 + 2x1%2

Como nao é imediatamente 6bvio que este valor é sempre positivo, veri-
ficamos os autovalores da matriz, que sao

M =4—V15
A =4+15
A3 =1 D |

Exemplo 3.55. Seja

Tomamos agora dois vetores,

Como
XAX =6, YAy =-2,

a matriz A é indefinida. <

Definicao 3.56 (Matriz Hessiana). Seja f : R™ — R duas vezes diferencia-
vel. A matriz Hessiana de f em x, denotada por H¢(x) ou V?f(x) é a forma
bilinear

0%f(x)
2
VA(x),; = ;
aXian
ou
9% f 9% f 9% f
w (X) 0x10x2 ( ) e 0x710%Xn ( )
9% f 9% f 9% f
sz(X) _ 0x20%7 (X) @(X) Tt Ox20%n (X) ) ¢
92f 0% f 9%f
0xn 0Xq ( ) 0Xn 0X2 ( ) .t W(X)

n
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Exemplo 3.57. Seja F;R? — R, tal que f(x,y) = cos(y) + 2x’y. A Hessiana

defé
20 4y 4x
Vit = <4x —cos(y) /)’ «

Lema 3.58. Seja S um subconjunto nao vazio, aberto e convexo de R™.
Sejaf:S — R diferenciavel. Entao f é convexa se e somente se, para todos
x,x' € R",
f(x') > f(x) + V(f(x))T (x" - x).
O Lema nos diz que f é convexa se e somente se seu grafico esta

sempre acima de qualquer plano tangente a ele - ou seja, que seu epigrafo
€ convexo.

Exemplo 3.59. A funcéo f(x) = 2x* + 1 é convexa, ja que sua Hessiana é
V2f(x) = (4). Verificamos que, de fato,

f(x) + V)T (x" —x) = f(x) +4x(x" —x)
=2+ (4x) (x" —x)
= 2%% + 4x(x" —x)
= 2x% + dxx’ — 4x?
< 2(x')?

Além de verificar algebricamente, observamos o grafico de f(x) e percebe-
mos que realmente, os planos tangentes sempre ficam abaixo do grafico.
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<

Exemplo 3.60. A fungao f(x) = x> —x* —x + 1 ndo é convexa. Vemos que

o plano tangente nao fica sempre acima de todos os pontos do grafico,
como é possivel perceber na figura a seguir.

3 5
21
5
G
14
0 ‘
0
X

<

Teorema 3.61. Sejaf: D — R, com D C R™ nao vazio aberto e convexo, e
f continua e duas vezes diferenciavel. f é convexa se e somente se V*f(x)
é semidefinida positiva para todo x € Dom(f).

Exemplo 3.62. Seja f(a,b) = a* + b%. Temos

) _ (12a2 0
Vf(a,b)—( 0 2

Ja podemos perceber que os autovalores da Hessiana sao a constante dois
e 12a?, que sao sempre positivos, e a funcao é convexa.

Podemos também verificar que x' (V?f(a, b))x é sempre positivo. Para
qualquer x € R?,

x'V(a,b)x = (12a%%  2x)) (?) = 12a%x} +2x5 > 0,
2

portanto f é convexa em R?. <
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Exemplo 3.63. Seja f(a,b) = e® + e®. Entdo

et 0
vzf(a>b)=<o eb>

Novamente notamos que os autovalores sao positivos - a funcao é con-
vexa.
Para qualquer x € R?,

x'V*f(a,b)x = (x7e¢  xze?) <§1) =xfe® +x3e" >0,
2

portanto f é convexa em R?.
Poderiamos também ter observado que f é a soma de e com e®, duas
fungdes convexas - e a soma de fungdes convexas sempre € convexa. <

Exemplo 3.64. Seja f(a,b) = (a + b)?. Entdo

V2f(a, b) = @ ;)

Para qualquer x € R?,
xTVZf(a, b)x = (2x1 +2x; 2x71 + 2x2) <z]> = Zx% + Zx% + 4x1%x3.
2

A funcao quadratica 2x? +2x3 + 4x1x; € sempre positiva, portanto f é con-
vexa em RZ.
Os autovalores da Hessiana sao 0 e 4. <

Exemplo 3.65. Seja f(a,b) = a® + b Construimos a Hessiana no ponto

(a,b),
V2f(a,b) = (60“ g)

Os autovalores sdo 6a e 2. Quando a for menor que zero, o primeiro au-
tovalor sera negativo, e f nao é convexa.

No entanto, podemos dizer que f é convexa se tiver seu dominio res-
tritoaa > 0. |
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Notas

Normalmente livros abordando Otimiza¢ao Convexa (inclusive Programa-
cao Linear) tratam de Analise Convexa e sua relacao com otimizacao. Por
exemplo, os livros de Sinha [SinO6], Matousek [MGO6] e Luenberger [LuelO]
tratam do assunto.

O Teorema [3.61|é demonstrado em diversos livros de otimizacéo nao
linear - por exemplo nos livros de Mokhtar Bazaraa, Hanif Sherali e C. M.
Shetty [BSSO6|] e de Andrzej Ruszczyski [RusO6].

Os livros de Alexander Barvinok [BarO2] e de Steven Lay [LayO7] abor-
dam detalhadamente o tépico de Convexidade. O livro de Dimitri Bert-
sekas e Angelia Nedic [BNO3| também aborda convexidade e sua relacao
com otimizac¢ao. Uma discussao em maior densidade de conjuntos e fun-
cOes convexas é encontrada no livro de Rockafellar [Roc96].

Exercicios

Ex. 11 — Mostre como construir um poliedro com (“;k) vértices, para qual-

quer T < k < n e quaisquer m,n, com n > m, descrevendo o poliedro
como intersecao de semiespacos.

Ex. 12 — Dissemos que um conjunto S de pontos é convexo se e somente
se para toda reta r, S N r é um Gnico segmento de reta (ou seja, conexo).
Demonstre que esta defini¢ao é equivalente & definicao[3.12]

Ex. 13 — Demonstre o que falta do Teorema|[3.26]

Ex. 14 — Mostre que para quaisquer a, b, ¢, «, 3, vy, com a, > 0, a interse-
céo dos conjuntos {(x,y) : y < —ax? + bx +cle {(x,y) : y > ox? + Bx + v}
em R? é convexa.

Ex. 15 — Sejam a e b dois pontos. O conjunto de pontos que nao sao mais
proximos de b do que a é {x|dist(x,a) < dist(x,b)}. Este conjunto é con-
vexo?

Ex. 16 — Determine precisamente quando um subconjunto de R? defi-
nido por um conjunto de inequagdes quadraticas {(x,y) : y < ax?+bx+c}
é convexo. Generalize para mais que duas dimensdes.

Ex.17 — Prove o lema[3.58

Ex. 18 — Mostre que o conjunto de todas as matrizes semidefinidas posi-
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tivas é convexo.

Ex. 19 — Mostre que uma funcao f em R™ é linear se e somente se f € con-
vexa e concava.

Ex. 20 — Mostre que nenhuma funcao polinomial de grau impar maior ou
igual a 3 e em uma variavel é convexa.

Ex. 21 — Determine se sao convexas:
i) f(a,b) = e+ log(b)
) g(a,b) = e —log(b)
iii) h(a,b) = e%®
iv) j(a,b) = log(a) log(b)

i

Ex. 22 — Prove que f(x) = x%/xz é convexa em R? onde x; > 0.

Ex. 23 — Identifique subdominios onde as fungdes sao convexas:
i) f(x,y) = sen(x) + cos(y)
(

g(x,y) = sen(x) cos(y)
h(x) = xlog(x)
k

ii)
iii)
iv) j(x,y,z) = e* — zlog(y)

v) k(x,y,z) = &* — log(xy) + 2

Ex. 24 — Prove o Teoremal[3.49
Ex. 25 — Prove o Teorema[3.50)

Ex. 26 — Suponha que queiramos otimizar uma funcao linear, sujeita a
restricoes estritamente nao lineares. Se soubermos que a regiao viavel é
convexa, quantas solugoes 6timas podemos ter, no maximo? E se a regiao
viavel nao for convexa?

Ex. 27 — Suponha que saibamos que um problema de programacao linear
é viavel e limitado, e portanto tem solucao 6tima. Sem tentar resolvé-lo,
ha como verificar se ele tem somente uma ou infinitas solucdes 6timas?

Ex. 28 — Seja R[x] o conjunto de todos os polindmios em x com coefici-
entes reais. Seja S o subconjunto de R[x] que sao positivos no intervalo
[0, 1]. Mostre que S é convexo.



Capitulo 4

O Método Simplex

Neste Capitulo tratamos do método mais conhecido para resolver proble-
mas de Programacao Linear - o método Simplex.

4.1 Exemplo inicial

Introduzimos o método com um exemplo. Considere o problema de pro-
gramacao linear:

max xi + 2x;
sujeito a:
x1+x2 <10
3
—2 -x3 <5
X1 + 4xz <
X1 — X2 S -3

Transformamos o problema para que as restricoes fiquem na forma de
igualdades:

X1 +x2 +X3 = 10
—2x1 +3%; x4 = 5
X1 —X2 +x5 = —3

e usaremos agora alguns passos do algoritmo Simplex.

Temos cinco variaveis, e queremos inicialmente uma solucao basica
viavel. Olhando para o problema, notamos que podemos usar x3 = 10,
x4 = 5, € x5 = —3, com as outras variaveis iguais a zero. Temos entao trés
variaveis nao zero, e a solugao é claramente viavel. Temos uma solucao

63



64 CAPITULO 4. O METODO SIMPLEX

viavel basica. Note que os coeficientes das variaveis nao zero € um, e os
manteremos assim durante toda a execugao do algoritmo Simplex.
Representaremos o sistema de equagdes na forma de matriz:

X1 X2 X3 X4 X5 b
1 T 1 0 0 10
—23/4 0 1 0 5
1 -1 0 0 1 -3

e podemos entao reescrever as variaveis da forma como quisermos sim-
plesmente usando operagdes elementares, semelhante aos passos de eli-
minagao de Gauss, exceto que nosso objetivo nao é transformar a matriz
em forma triangular. O objetivo é escrever as variaveis basicas como fun-
cao das nao basicas: No tableau anterior a segunda linha, por exemplo,
significa
3
—2x1 + ZXz 4+ 0x3 + x4 + 0x5 = 5.

Isolando x4, que € a tinica variavel basica com coeficiente diferente de zero
nesta linha,

3
X4:5—2X1—ZX2

Neste momento, a solucao atual da o valor 5 —0 — 0 = 0 para x4, mas a
representacao da linha nesta forma nos ajuda a compreender o que acon-
tecera quando dermos valores positivos a x; e x;.

Todo tableau Simplex pode ser lido, portanto, como uma expressao
das variaveis basicas (ou da solucao atual) em funcao das nao-basicas.

Agora introduzimos x; na base, retirando x5. Reescreveremos o sis-
tema de forma que a coluna relativa a x; torne-se igual a coluna que agora
representa xs.

Conceitualmente, tomaremos a linha onde tinhamos xs representada
como fungao das outras, e isolaremos x;, que passara a ser entao repre-
sentada como funcao das nao bdsicas. Para isso, usamos eliminacao de
Gauss de forma a tornar az; = 1 e aj;2 = az = 0. Primeiro, dividimos a
linha 3 por az; = —1, e obtemos

(<1100 -1 3)

Somamos multiplos desta linha as outras, para obter zeros no resto da co-
luna dois (somamos -3/4 da linha 3 a linha 2, e somamos -1 vezes a linha 3
a linha 1):
2010 1 7
—5/4 0 0 1 3/4 11/4
-1 100 -1 3
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Temos agorax; = x5 = 0,x2 = 3,x3 = 7, e x4 = 11/4. O valor do ob-
jetivo para esta solucao é x; + 2x, = 6. Representamos também a fun-
- . T -
cao objetivo como um vetor coluna ¢ = (1 2 00 0) , e a solucao

x=(0 3 7 11/4 O)T. Assim, podemos expressar

0
3
cdx=(1 200 0] 7 |=6
11/4
0

Conseguimos uma solucao, com x; = 3, melhor que a inicial. Se incluir-
mos xj também na base, a solugao sera ainda melhor. O algoritmo Simplex
determina quais variaveis devemos incluir e excluir da base a cada passo
de forma que cada solucao seja melhor que a anterior, e que todas sejam
viaveis (garantindo assim que ap6s um namero finito de passos, obtenha-
mos a solucao 6tima).

4.2 Formulacao

No resto do texto, usaremos uma matriz A, m x n, e vetores coluna b com
melementos e c comn elementos, de forma que programas lineares sejam
descritos como

max CTX

sa:Ax=Db
x >0,

sendo x um vetor coluna com n elementos representando as variaveis
para as quais queremos obter valores que maximizem c'x.

Sera Gtil dividir estes objetos (matriz A e vetores c e x) em duas partes:
as que se referem as variaveis da base (Ag, cg,xp) e as que se referem as
variaveis fora da base (AN, cn, xN). Presumimos que as colunas de A e os
elementos de x e ¢ sempre sao reordenados de forma que as variaveis da
base estejam a esquerda das outras - isso nos garante que a base é repre-
sentada por uma submatriz m x m no lado esquerdo de A (isso apenas
facilita a exposigao do assunto, nao interferindo em nada mais):

A = (Ag,AN)
c = (Cg» CTT\I)

X = (xB,XN)
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Isto significa que a matriz Ay e os vetores cy e xy tem indices iniciando
emm-+ 1:

AN = (am+1) Am+2y - - -y an)>
-

N = (Cm41y Cm42y -+ 45 Cn)y

XN = (Xma1y Xm42y -+ oy Xn).

4.3 Intuicao geométrica

No capitulo (3} verificamos que as solugdes viaveis basicas para um pro-
blema de programacao linear sao os pontos extremos do poliedro defi-
nido pelas restricoes. Nas proximas secoes desenvolveremos o método
Simplex, que verifica uma sequéncia de pontos extremos (ou de solugoes
vidveis basicas) para o problema até chegar a solucao 6tima.

Damos aqui uma intui¢ao simples de como é o funcionamento do Sim-
plex: Saindo de alguma solucao viavel basica (ponto extremo), o Simplex
procura outra solugdo que possa obter trocando uma tnica coluna da base
(portanto algum ponto extremos adjacente ao atual), e que ofereca vanta-
gem, ou seja, cujo valor objetivo seja melhor que o da solugédo atual. Pros-
segue assim até o momento em que nao haja pontos extremos adjacentes
com valor melhor que o atual - que portanto deve ser 6timo.

Exemplo 4.1. Ilustraremos esta idéia com o seguinte problema com duas
variaveis.

max 2x1 + X2

sa.: x; <3
2x1+x <4
3x—x%x2 <1
x> 0.

A representacao grafica da regiao viavel deste problema é dada a seguir.
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x; <3
2X1+x2 <4
3x1 —x2 <1
Comegamos com a solugao viavel basica x; = 0,x; = 0 (ou seja, x = 0,

e mudamos uma coluna da base por vez, primeiro para (1/3,0) e depois
para a solugao 6tima (1, 2).

Tinhamos inicialmente uma base com variaveis de folga. Na primeira mu-
danga, de (0,0) para (1/3,0), retiramos a folga da restricao 3x; —x; < 1, e
determinamos para x; o maior valor possivel respeitando a restricao: che-
gamos a uma nova base, onde a folga desta restrigao é zero, e o valor de x;
é 1/3. Depois retiramos a folga da restricao 2x; + x; < 4, e aumentamos o
valor de x;, chegando a solucao 6tima (1, 2).

As derivadas parciais do objetivo no ponto (1,2) e na direcao de seus
pontos extremos vizinhos sao todas negativas, portanto nao ha como me-
lhorar a solucao. <
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4.4 Coeficientes reduzidos de custo

Embora possamos facilmente identificar a restricao (e consequentemente
a coluna) que deve entrar na base no préximo passo do Simplex, esta intui-
¢ao visual nao é suficiente para implementar o algoritmo - que deve fun-
cionar para dimensoes arbitrarias. Para cada variavel nao basica em um
tableau Simplex existe um nimero que usaremos para decidir se ela deve
ou nao entrar na base. Daremos duas defini¢oes diferentes (mas equiva-
lentes) para estes nimeros, chamados de coeficientes reduzidos de custo.

4.4.1 Primeira definicao

Nossa primeira definicao para coeficiente reduzido de custo € como a de-
rivada do objetivo na direcao de cada varidvel nao basica, porque com elas
poderemos determinar exatamente quais variaveis melhorarao o objetivo
se as incluirmos na base.

O valor do objetivo usando apenas as variaveis basicas é dado por

Zy) — CEXB.
Agora partimos do sistema Ax = b:

Ax =b
Agxg + AnXN =b

Como estamos considerando Ag = I,

XB =b— ANXN

CEXB :C—lgb — CEANXN

Sejaz = CEAN, de forma que z; = cijajj + €20z + ... + Cnlpj, paraj > m
(lembre-se que os indices das colunas de AN comecam com m + 1).

Zm+1
Al m+1 Am+2y, -0 Qin
T . . Zm+2
CBAN:(CUCZa"')Cm) : .. = . )
Am,m+1 Ammn Zn
onde z; = ) ;.. ciajj. Indexamos z a partir de m + 1, porque também tem

n — m elementos (um para cada variavel nao basica).
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Entao,

cpxp =Cpb — zxy

CEXB =Zy) — ZXN,

porque zxy = 0 (o vetor xy, com variaveis nao basicas, vale zero). Mesmo
que esta expressao valha zero, a manteremos ali, porque posteriormente
ela sera importante quando quisermos saber o que acontece quando mu-
damos o valor de alguma variavel nao basica. Assim,

Z GXy =20 — Z ZjXj.
ji<m j>m

Temos somente as variaveis basicas no lado esquerdo. Se somarmos as
nao bésicas obteremos c'x. Assim, somamos Y ;. ¢;x; aos dois lados da
equacao, obtendo

j>m

c'x =z + Z CjXj — Z ZiX;

ji>m j>m
=zo + Z(Ci — Zj)%;
i>m

Podemos entdo descrever o valor da fungao objetivo usando apenas z, (o
valor calculado usando as variaveis basicas) e os valores das variaveis nao
basicas:

c'x= Zo + Z(Cj — zj)xj

Esta equacgao é importante porque mostra o quanto o valor da fungao ob-

jetivo aumenta se aumentarmos o valor de uma das variaveis nao basicas:

se aumentarmos uma variavel nao basica x; de zero paraXk, o objetivo au-

mentara em k(cj — z;). Esta informagao sera usada para determinar que

variaveis devem ter seu valor aumentado pelo algoritmo Simplex.
Observe também que

ocTx

an

= ¢ — %,

e que os valores de (cj — zj) nos dizem as diregoes em que podemos me-
lhorar o valor da funcao objetivo.
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Definicao 4.2 (Coeficiente reduzido de custo). Em um programa linear, os

valores
dc'x
T = =C;— 2z
j ) j j
ax]

sao chamados de coeficientes reduzidos (ou ‘relativos”) de custo, e deter-
minam em quanto cada variavel nao basica melhora o objetivo quando
seu valor € aumentado em uma unidade. ¢

4.4.2 Segunda definicao

A segunda definicao de coeficiente reduzido de custo (equivalente a pri-
meira) é como a diferenca de valor que uma coluna tem na base e fora dela
(ou seja, quanto ganhamos se a incluirmos na base).

Também podemos definir o coeficiente reduzido de custo de outra
maneira. Chamamos Ap de “base” porque ela é de fato base para o espago
coluna de A. Qualquer coluna de A pode, portanto, ser escrita como com-
binacao linear das colunas de Ag. Podemos facilmente calcular o valor de
uma variavel quando ela esta na base - basta olhar para seu coeficiente c;
no objetivo.

Quando a variavel nao esta na base, podemos calcular o valor de sua
coluna se a escrevermos como combinacao linear da base, usandos os va-
lores das colunas basicas. Por exemplo, suponha que uma coluna aj esteja
fora da base. Entao

aj = ovjag + - -+ x1am

Para obter o valor da coluna n basica aj, usamos sua expressao como com-
binagao linear da base, e multiplicamos cada elemento por seu custo c;:
cixjag + -+ -+ CmXj1am
an Aim
= C1X] : + -+ Cmom
Am1 Omm

= CEAB.

Este é o valor de uma coluna de Ayn. Quando fazemos o mesmo com todas
as colunas, temos
= CEABAN)
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e se mantivermos a base representada como identidade, temos
Z= C—Br AN.

Assim, enquanto ¢; nos da o valor de uma variavel quando ela esta na base,
zj nos da seu valor quando a construimos sinteticamente quando ela nao
esta na base. O coeficiente reduzido de custo, 1 = ¢; —z; € a diferenca en-
tre os dois, e nos informa quanto poderemos ganhar incluindo a variavel
na base. Claramente, quando todos os 1; forem negativos, nao ha como
melhorar a solucao.

4.4.3 Representacdo no tableau

Adicionamos a equacao que da o valor do objetivo ao sistema Ax = b:

anxy + apx2 + ... +  QXn = b,
ax; + apxy + ... +  QnXn = b,
aAmiX1 + amaXx2 + ... + GmnXn = bm

cix1 + X2 + ...+ ChXn —2Z2 = —Z

Reescrevendo a ultima linha usando apenas as variaveis nao basicas,

Z =20+ Tm1X1 + Tme2X2 + ... + TnXp

obtemos
anx; + ... amX2 +  QmeiX¥mel + ...+ AinXn 0 = b
aynxy + ... amX2 +  @QmiiXmel ... T+ QnXn 0 = b,
amiX1 + ... GmumX2 + GmmieiXmel + ... + QGmunXn 0 = bn
0 + ... 0 + Tme1Xmel + ... + ThXn —Z = —Zo
onde 1; = (¢ —z;). A coluna contendo zeros e —z nunca sera parte de uma

base, e ndo a representaremos nos tableaux.

444 Exemplo

Damos agora um exemplo do célculo dos coeficientes reduzidos de custo.
Exemplo 4.3. Suponha que um programa linear tenha como objetivo ma-

ximizar a funcao 2x; + 3xy + x3. Duas variaveis, x4 e x5, foram adicionadas
para transformar restri¢coes de desigualdade em igualdade. Suponha que
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o seguinte tableau tenha sido encontrado durante a execucao do método
Simplex:
X1 X2 X3 X4 X5 , b
T 3 0 -1 0 4
0 -1 0 -2 1,5
0 4 1 3 0{12
A base é formada por x;, x3 € x5, mas a ordem das colunas da base é
X1, X5, X3, porque as colunas da base sao

X1 X3 X5

1
0 0 1
0 1 0

Se as reorganizarmos para formar a identidade, chegamos a

X1 X5 X3

1 0 O
Ag=|(0 1 0
0 0 1

Assim, o vetor de custos deve ter as varidveis na mesma ordem:

X1 X5 X3

et =(2,0,T1).

Isto porque usaremos nao somente indices de colunas, mas também de
linhas para facilitar o desenvolvimento mais adiante. A i-ésima variavel
basica tem sua coluna iqual a e; (0 i-ésimo vetor da base canénica).

Os coeficientes reduzidos de custo da base sao zero. Para obter os co-

eficientes reduzidos de custo de x; e x4, calculamos z' = CEAN, er=c—1z.
3 -1
cgAN=(2 0 1) | =1 =2|=(10 1).
4 3
Temos portanto
Z) = 10
Zy = 1,

e os coeficientes sdo

T2:C2—22:3—10:—7
Ty =C4—24=0—1=-—1.
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O tableau completo tem os coeficientes reduzidos de custo das variaveis
nao basicas na ultima linha, e o valor do objetivo na tltima posigao (com
sinal trocado).

X1 X2 X3 X4 X5 . b
1 30 -1 0! 4
0 -1 0 -2 1{ 5
0 4 1 3 0 12
\0 -7 0 -1 0 -20/
Os coeficientes reduzidos de custo sdao
0z 0z
_— = — = —7 _— = — = —] .
0%, C2— 23 y x4 Cq4 — 24

Como os coeficientes reduzidos de custo sao todos negativos (-7 e -1), a
solucao ja é 6tima: nao ha variaveis que possam ser incluidas na base au-
mentando o valor da solugao. <

4.5 A operacao de mudanca de base

Outra maneira de visualizar o tableau Simplex:

Ag AN b

cy o —zo
Queremos percorrer diferentes bases do programa linear, sempre aumen-
tando o valor da fungao objetivo. Manteremos as colunas da base sempre
formando uma matriz identidade m x m. Como ja vimos antes, isto repre-
senta a descricao de cada uma das variaveis basicas em funcao das nao
basicas.

Suponha agora que queiramos incluir uma variavel x4 na base, reti-
rando x,. Podemos escrever x4 em funcao das variaveis nao basicas (inclu-
sive xp). Para isso basta operarmos as linhas do tableau, forcando a coluna
aq a ficar igual a ap. Para isso pode-se usar a operacao definida a seguir.

A fim de simplificar as referéncias ao tableau, usaremos ai,+1 para b;
€ Q1) paraT;.

Proposicao 4.4. Sejaum tableau Simplex representando o programa linear
definido por A, b e c. Seja ap uma coluna da base e aq uma coluna fora da
base. Entao a seguinte operagao modifica a coluna aq de forma que fique
idéntica a ap, podendo substitui-la na base - e modifica também todas as
colunas de A, inclusive ap, de maneira que as solu¢ées de Ax = b sejam



74 CAPITULO 4. O METODO SIMPLEX

as mesmas. Para todo elemento ajj, inclusive na coluna b e na linha do
objetivo, faca:

a .
=
Gpq
Api A4 .
afj = ay — 22— (i#p).

Upq

Demonstracao. A coluna ap tinha zeros exceto em app, onde tinha um.
Para aq, temos a,, = apq/apq = 1, e pode-se verificar que paratodo i # p,
a;, = 0. A operacao nao muda as solugdes: a primeira € multiplicacao de
linha por escalar, e a segunda é soma de multiplo de linha a outra. |

4.6 Que variavel entra na base?

Sabemos como retirar uma coluna ap, da base, trocando-a por outra co-
luna agq. Agora tratamos de como escolher a coluna (ou seja, a variavel) que
deve ser incluida na base.

Ja sabemos que os coeficientes reduzidos de custo, dados por r; =
¢j — zj, nos informam quanto uma unidade de cada variavel nao basica x;
aumenta a fungao objetivo, e podemos portanto escolher alguma variavel
comj > 0 (presumindo que estamos maximizando - se estivermos mini-
mizando escolhemos 1j < 0), tendo assim a garantia de que melhoraremos
a solucao.

Este raciocinio é formalizado no teoremal4.5

Teorema 4.5. Seja x uma solugao viavel nao degenerada para um pro-
blema de programacao onde queiramos maximizar o objetivo, sendo z o
valor de x. Se o programa linear € limitado e existe j tal que (¢; — z;) > 0
entao ha uma solucgao viavel x’ com valorz' > z, e x’ pode ser obtida in-
cluindo a; na base.

Demonstragao. Temos X = (X1, X2y ..., Xm, 0, ..., 0). Suponha, sem perda
de generalidade, que j = m + 1. Seja entao

A / /
X' = (X]1,X2y «+ oy Xy Xmmg 1> Oy« +, 0,

comx; . ; > 0 uma solugao viavel. Temos

z' :Z+Z(Cj — Zj)X;

ji>m
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Como nesta soma somente Xy, 11 > 0,

2/ —z = (Cmt1 — Zm41) Xmt1

Mas tanto (Cm+41 — Zm+1) COMO X417 SA0 positivos, portantoz —zp >0 e

z' >z [

Os dois corolarios a seguir sao consequéncias simples do teoremal4.5]

Corolario 4.6. Sec;—z; < 0 para todoj, a solugcao representada no tableau
€ otima.
Corolario 4.7. Se ¢j — z; = 0 para alguma variavel nao basica x;j, entao ha

mais de uma solucao viavel basica 6tima (e consequentemente infinitas
solucbes 6timas).

Proposicao 4.8. Se ay < 0 para todos1i ej, o problema € ilimitado.

Pode haver mais de um j tal que (¢; —z;) > 0, e nem sempre o maior
deles é a melhor opcao. Precisamos de um critério de escolha. Dentre os
critérios que podem ser usados merecem ser mencionados os seguintes:

- Maior coeficiente reduzido de custo, a regra proposta originalmente
por George Dantzig.

- Maior aumento absoluto no objetivo. Verifica-se quanto uma uni-
dade de cada variavel x; valeria, e multiplica-se por ¢;. O maior valor
é escolhido.

- Aresta mais ingreme, com o maior aumento no valor do objetivo
para cada unidade de distancia. Se a solucao viavel basica atual é
x e estamos considerando outra, X/, entao a diferenca entre os valo-
res de objetivo é c'x’ — ¢'x, ou c'(x’ — x). A distancia percorrida de
x até x’ é a norma de x’ — x. Assim, escolhemos

T

c'(x' —x)

maxX ——.
x|lx = x|

- Regra de Bland: escolha a variavel com menor indice. A tGnica van-
tagem desta regra é a de garantir que nao havera ciclos.

- Escolha aleatoria, que pode ser uma boa escolha por resultar em
baixa probabilidade de ciclos, usualmente convergindo mais rapido
que quando a regra de Bland é usada.
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Estritamente falando, nenhuma das regras é melhor que as outras: pode-
se construir exemplos onde cada uma delas leva a convergéncia mais lenta
que alguma outra regra.

Exemplo 4.9. Suponha que em um problema com vetor de custos

c'=(1231)
tenhamos o seguinte tableau:
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 ; b
-1 0 o6 0 1 2 —1: 10
/21 =1 0 0 —1/2 120 5
/2.0 =1 1 0 —1/2 =1/2} 10

=20/

A base é formada por xs,x2 € x4:
X5

X2

1T 0
Ag=|(0 1
0 0

O vetor de custos das basicas é
T X5 X2 X4
ol = (o 7 )

As colunas nao basicas de A sao
X1 X3 X6 X7
—1

-1 6 2
An=1(1/2 =1 —=1/2 1/2 ]|,
1/2 =1 —=1/2 —-1/2
e portanto
Z:CBTAN
-1 6 2 —1
=0,2,1)11/2 =1 —=1/2 1/2
1/2 =1 —-1/2 —-1/2
X1 X3 X6 X7
:(3/2 3 30 1/2)

Finalmente, temos

eny—z1=1-(3/2)=-1/2
cng)—22=3—(-3) =6

cn@E)—23=0—(-3/2) =3/2
cN@g)—24=0—(1/2) =-1/2
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Inserimos os coeficientes reduzidos de custo no tableau:

b
10

X2 X3 X4 X5 X, X7 .

X1 6
-1 0 6 0 1 2

12 1 -1 0 0 —1/2 12| 5
/2 0 =1 1 0 —1/2 —1/2¢{ 10
\-1/2 0 6 0 0 3/2 —1/2 -20/
Dentre as nao basicas, somente x3 e x4 tem coefciente reduzido de custo
positivo, portanto € uma destas que deve entrar na base. <

47 Que variavel sai da base?

Sabendo a coluna que entrara na base, nos resta escolher uma coluna da
base para remover. Como estaremos retirando um valor que contribui
para o objetivo, devemos escolher uma variavel que, ao ser removida, re-
movera do objetivo o menor valor possivel (para problemas de maximi-
zagao; para minimizacao todo o raciocinio é simétrico).

4.71 Intuicao

Esta secao passa a intuicao que fundamenta o raciocinio da remocao de
variaveis da base em um tableau Simplex. Nao é demonstracao formal,
porque é feita com pouco rigor e apenas para R?, mas deve ajudar a com-
preender a explanacao rigorosa na segao seguinte.

Podemos interpretar fodas as variaveis em um problema como se fos-
sem de folga. Como primeiro exemplo, temos um problema extrema-
mente simples:

maxxi + X2

sa.cx) <2
x2 <1
x>0

Podemos reescrever este problema explicitando cada uma das restrigoes
de ndao-negatividade, apenas para maior clareza:

maxxq + x2
sa:cx; <2
x <1
x1 >0
x2 >0
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Suponha que tenhamos comecado com a solugao viavel basica x; = x; =
0. a folga da restricao x > 0" é zero!
Quando aumentamos o valor de x; para 2, estamos aumentando a folga

desta restricao:
‘] \—*

RIS

Temos portanto claro, agora, que toda vez que incluimos uma variavel na
base, podemos entender que estamos aumentando a folga de uma restri-
cao.

Nos resta determinar quanto podemos avangar em uma dada direcao.
Considere o seguinte problema:

maxXxj + X2
sa:x;+x2 <3
X1 <2
xy; <2
—x1+x <1
x>0
Mostramos a seguir a regiao viavel. Suponha que estejamos conside-

rando o ponto extremo (0, 0), e que queiramos incluir x; na base. A figura
mostra os pontos extremos onde podemos chegar mudando o valor de x;.

\
v

AN

—1 2 3

O ponto (0,0) toca nas restrigoes x; > 0 e x > 0, portanto estas tem
folga zero, e as outras folgas estao na base, com valor positivo.
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Se retirarmos a folga da restricao x; +x; < 3, estaremos aumentando o
valor dex; até tocarmos nesta restricao - mas entao chegaremos ao ponto
(0,3), que esta fora da regiao viavel.

Se removermos a folga da restricao —x; + x, < 1, estariamos dimi-
nuindo o valor de x; (porque é a inica maneira de chegar nareta —x;+x; <
1 saindo de (0,0). Além de cairmos fora da regiao viavel, estariamos indo
no sentido oposto ao que queremos (irlamos na dire¢ao contraria a da de-
rivada direcional 0z/0x1).

A opgao correta €, portanto, retirar a folga da variavel que representa o
ponto mais préximo na direcao em que estamos nos movendo: ou seja, a
variavel cuja folga é a menor dentra as folgas positivas. Em nosso exemplo,
queremos aumentar x; somente até chegar na restricaox; < 2.

Sabendo que incluiremos a variavel x; na base, precisamos entao cal-
cular os valores das folgas para cada variavel que poderiamos retirar. Isso
é feito observando o tableau.

Suponha que queiramos incluir a variavel x4 na base. Ela deixara de ser
zero, e a folga de alguma restricao passara a ser aumentada nesse valor.

Assim, para cada possivel variavel x,, a sair da base, verificamos qual
seria o valor de x4 se x, saisse (basta determinar o piv6 no tableau), e es-
colhemos o menor dos positivos. Procuramos portanto dentre todos os
valores positivos b;/aij, o menor.

Se a variavel a entrar na base € x4, entao a variavel a sair € x,,, onde

. Xq
P :argmm{1 D Qg >0}.

4.7.2 Elaboracao com rigor
Seja x = (x1,X2,...,Xm,0,...,0) uma solucao viavel basica.
a;x] +azx; +...+amxm = b (4.1
Queremos introduzir ag na base. Quem sai?
Observamos que, como Ag € base para o espaco-coluna de A, aq pode
ser descrita como combinacao linear de colunas de Ag. Mais ainda, a base

que usamos € candnica (é a matriz identidade). Assim, temos

aiqa; + azqaz + ...+ AGmgam = agq (4.2)
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Exemplo 4.10. Suponha que a matriz de coeficientes seja

10 20
A= <0 15 7) :
e que a base seja formada pelas duas primeiras colunas.

X1 X2

(10
n=(o 1)

Queremos escrever a coluna az da matriz.

2 1 0
(5)-2() () .
Agora escolha um ¢ > 0. Calculamos @.1)—¢(4.2):

ai(x1 —ajge) + ...+ am(xm — amqe) =b —caq

cag+ai(x) —aige) + ... +am(xm — amqe) =b

e portanto
gaq + Z aj(x; —eaiq) =b

i<m

Temos agora m + 1 variaveis diferentes de zero, porque introduzimos a
coluna aq (e consequentemente a variavel x4). Deixamos de ter uma base,
porque temos colunas LD. As variaveis do novo sistema sao x; — eaiq. Po-
demos remover uma das colunas tornando uma dessas variaveis zero, e
faremos isto variando ¢ a partir do zero.

Para ¢ suficientemente pequeno mas nao zero, x; — £ajq € uma solugao
viavel, mas nao béasica (com ¢ = 0 temos a solucao basica da qual parti-
mos, x). Queremos aumentar ¢ tanto quanto pudermos, mas sem tornar
nenhum x; — £a;q negativo, porque assim tornariamos a solucao inviavel.

Além disso, observamos que se ajq < 0, nao adianta tentar aumentar ¢
- aquela coluna nao saira da base.

Queremos entao que, Vi < m,

Xi — €aiq > 0
Xi 2 €Qiq
XS
aiq
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Assim, escolhemos para deixar a base a coluna a,, tal que p seja o indice
que minimiza X;/aiq:

P= argmin{x1 D Qig > O}

i<m | Qyiq
Se todos os ajq forem negativos, o programa linear € ilimitado.

Exemplo 4.11. Suponha que ¢! = (1,1,2), e considere o seguinte tableau.

X1 X2 X3 X4 X5 . b
1 3 0 -1 0 4
0 -1 0 2 1} 5
0 -2 1 3 0} 12
N0 7370 =70 —20)

A coluna aj entrara na base; verificaremos qual coluna devera sair. Divi-
dimos cada x; pelos elementos de ag:

b

L —42:3=4/3
a2

b 5. -5
azz

LE R S
asz

Descartamos os valores negativos e determinamos que a primeira variavel
basica (x7) deve sair da base. <

4.8 Método Simplex (algoritmo)

O algoritmo Simplex é mostrado a seguir em pseudocédigo. Nesta descri-
cao o critério de selecao de variavel a entrar na base nao é explicitado. Ao
escolher a coluna a sair da base, usamos b, ja que por enquanto repre-
sentamos a base como identidade, e nesta situacao x; = b;.
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construa o tableau de uma solugdo viavel basica
enquanto existe 1;>0:
selecione ¢ tal que t4>0 // x4 entrard na base
calcule bj/ajq p/todo aig#0 e i<m
se todo bi/ajq € <0 : PARE -- problema ilimitado
P — minigm{%,aiq > 0}
faga x4 entrar na base, retirando Xxp:

/ Apj
apj “ Qpq a

/ U . g 3
Q& Aij — Apjg, (i#7p)

retorne xg // solugdo oétima

Exemplo 4.12. Considere o problema a seguir.
max 2xj + x2
X2
sa.x;——= <3
1= S
2x1 + 3% < 20
x > 0.

Adicionamos variaveis de folga para transformar as desigualdades em igual-
dades, obtendo

max 2x1 + X2

s.a..xq —%—FXg =3
2x1 +3x2 +x4 =20

x > 0.

Montamos entao o tableau Simplex.
X1

X2
1 1,2

Todas as variaveis nao basicas tem coeficientes reduzidos positivos, por-
tanto podemos escolher qualquer uma delas. Escolhemos x;. Para deter-
minar a coluna a sair, dividimos cada x; basica pelos elementos corres-
pondentes da coluna que entrara (ay):

3/1=3 &«
20/2 =10
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O menor deles é o primeiro, portanto retiraremos entao a coluna atual-
mente ocupada pela primeira variavel basica (x3).

As setas indicam as colunas a entrar e sair da base. Usamos operacoes
elementares nas linhas do tableau para tornar a primeira coluna igual a
coluna ag: como a7 (que esta marcado no tableau) ja é um, s6 precisamos
tornar ap; igual a zero. Entao subtraimos da segunda linha duas vezes a
primeira. O tableau resultante é

X1 X2 X3 X4
1 —1/2 1 03
0 4 =2 1114
\ 0 2777706/

Note que agora temos apenas uma variavel com coeficiente reduzido po-
sitivo. Ela entraréd na base. Para determinar a coluna a sair, calculamos

3/(=1/2) ==6 (£0)
14/4=7/2 &

A segunda variavel nao basica (x3), portanto, sai da base.
X1 1 x3 T,
T —=1/2 1 0:3
0 2 114
\ 0 2 =2 0{-6)

O elemento marcado (a;; = 4) sera transformado em um usando ope-
racOes elementares. O tableau resultante é:

16 34 1/s 194
0 1 —1/2 1/4]7)2
U R e ) R

Como agora os coeficientes reduzidos de custo sao todos negativos, che-
gamos a uma solucao 6tima, com x; = 19/4, x, = 7/2, e valor do objetivo
igual a 13. <

Exemplo 4.13. Mostramos agora que quando nao seguimos o método de
escolha da variavel a sair da base, podemos chegar a uma solugao inviavel.
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No exemplo a primeira variavel que escolhemos para entrar na
base foi x;. O tableau era

L ;

T2 7 013

2 3.0 1120
\ 2 1770 00

Para escolher a variavel a sair calculamos 3/1 = 1 e 20/2 = 10, devendo
portanto escolher a primeira coluna da base. Se fizermos o contrario e
escolhermos a segunda coluna, teremos que multiplicar a segunda linha
por 1/2, e depois subtrai-la da primeira. O resultado sera
X1oxz X3 X4
0 -2 1 —=1/2:-7
(1 3/2 0 1/21 10>

No entanto, esta solucao é inviavel, porque determina x3 = —7. A variavel
x3 € de folga, e se atribuirmos a ela valor negativo, estariamos violando
uma desigualdade. <

Teorema 4.14. Se apos a execucao do método Simplex uma solugao otima
tiver sido encontrara e houver coeficientes reduzidos de custo com valor
zero, entao ha multiplas (infinitas) solugbes 6timas para o problema.

Exemplo 4.15. O seguinte problema tem uma restrigao ortogonal ao gra-
diente do objetivo:

maxxi + 2x2

sa.cx] +2xy <20
x1 <10
x>0

O tableau final para este problema é
X1 X2 X3 X4
o 1 1/2 =1/2:5
( 1.0 0 110
\0 0 - 0:-20/

e a solucao 6tima é x; = 10,x, = 5.
Temos zero no coeficiente reduzido de custo de x4 (a folga da segunda
restricdao). Se a incluirmos na base, obtemos outro tableau,
X1 X2 X3 X4 ;
1/2 1 1/2 0110
1.0 0 110
\ 0 0 -1 0/-20/
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com outra solucao étima: x; = 0,x, = 10. Todas as combinacbes convexas
das duas soluc¢bes 6timas sao também o6timas. A figura a seguir mostra a
regiao viavel, as duas solugdes e o gradiente do objetivo.

109

(10,5)

10 20
Como o gradiente é ortogonal a restricao x; + 2x; < 20, todos os pontos
viaveis da reta x; + 2x; = 20 sao 6timos. <

A partir da préxima segao, deixaremos de incluir os nomes das varia-
veis no tableau.

4.9 Obtendo uma solucao viavel basica inicial

Para problemas do tipo maxc'x sa. Ax < b, as variaveis de folga nos

permitiram formar facilmente uma solucao basica inicial. Nem todo pro-
blema tera uma variavel de folga para cada restricao que nos permita obter
de maneira simples uma solucao inicial.

49.1 O método das duas fases

Considere agora o problema

max: c'x (4.3)
sa: Ax=Db
x>0

Uma maneira de obter uma solucao viavel basica é criar varidveis artifici-
ais (nao de folga - variaveis sem qualquer significado, cuja Gnica razao de
existir € permitir-nos encontrar uma solugao inicial para o tableau Sim-
plex). Veja por exemplo o problema a seguir.

min : Zy-l (4.4)
sa: Ax+y=b
x,y>0
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Proposicao 4.16. O problemal4.3 € viavel se e somente se(4.4 tem otimo
comy = 0.

Demonstragdo. Trivialmente, se [4.3] é viavel 4.4 também tem 6timo com
y = 0. Sey = 0, claramente podemos desprezar y obtendo solugao viavel

parafd.3]

Se [4.4] tem 6timo com y > 0, ndo ha como diminuir y mantendo a
solucao viavel: note que as variaveis y; funcionam como variaveis de folga
para o problema original,

anxi +apxg + -+ ainxn [+ ainyr] = b,

e se houver algum y; > 0, temos uma variavel de folga sendo usada. Isso
significa que o lado esquerdo de uma das restri¢oes deve ser estritamente
menor que o direito:

anxy +anpxy + -+ ainxn < by,

mas o problema original, {4.3| nao tem estas variaveis de folga, e portanto é
inviavel. u

Resolver [4.4] é facil, com solucao basica inicial y = b. A solucao final,
se houver, nao tera variaveis y; na base (porque o minimo do objetivo se
da comy = 0), e portanto serve paraf4.3]

Exemplo 4.17. Temos agora o seguinte problema:

max : X1 + 2x2
sa.xy+xy > 1

x+1x <1
1Ty s

x>0

Como a primeira restricao torna a origem inviavel, podemos adicionar um
vetor artificial y, que minimizaremos:

max: —Y; —Y2
sa.x)+x2+yy >1

1
x1+§xz+y2§1

%y >0
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Passamos o problema para a forma padrao:

max: —Yi —Y2
sa:x1+xx—x3+y; =1
1
X1 +§X2+X4+y2:1
x,y >0

e contruimos o tableau:

No entanto, percebemos que s6 precisavamos da variavel y;, porque a co-
luna (0,1)7, incluido para a variavel y,, ndo nos ajuda: ja havia a coluna
(0,1)" de x4. Eliminamos Y3, portanto:

max : —y
sa:x;+x2—x3+y; =1
1
X1+ =% +x4 =1
2
x,y >0

Contruimos novamente o tableau:

Incluiremos x;. Como
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removeremos y da base (o que é bom, porque estamos minimizando y, e
seu valor passara a ser zero).

11 =10 111
(1/2 0 1/2 1 1/21/2\
Voo o0 )

E o tableau agora é 6timo. Temos a solugao viavel basica

X]ZO
Xy =1
X3:0
xg=1/2
y=20

Podemos aproveitar o tableau para resolver o problema original, e usamos

a base (x2,x4).
11 -1 0}1
(1/2 0 1/2 11/2\
\ 0 )

Agora temos geu recalcular os coeficientes reduzidos de custo, porque
nosso vetor ¢ mudou:

c'=(12).

O tableau, com os coeficientes recalculados, é

11 =1 01
(1/2 0 1/2 11/2\
\-10 20i-2)

Neste momento estamos no ponto extremo (x; = 0,x; = 1). Incluimos x;3
na base, removendo x4.
210
1 0 1
-3 00

\

Os coeficientes de custo sao todos negativos, portanto temos a solucao
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6tima com valor 4 e

x1 =0
X =2
x3 =1
x4 = 0.

A préxima figura mostra o caminho feito desde que comegamos a fase II.

O tableau anterior nos colocava no ponto (0, 1), que foi o ponto encon-
trado na fase I. Ap6s um passo do Simplex, mudamos para o ponto 6timo
(0,2). <

Exemplo 4.18. Temos agora o seguinte problema.

maxxi + x2

s.a.:x]+2x; <2
3x1+4x; > 12
x>0

Ao montarmos o tableau, percebemos que nao ha uma base 6bvia que

possamos usar:
1T 21 02
340 1112
\ -/
Adicionamos uma variavel extra y; (porque nao precisamos de duas - po-
demos usar a folga da primeira linha), e minimizamos y, obtendo o tableau

121 00 2
340 =1 112

\ )
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Como estamos minimizando y, podemos simplesmente maximizar —y. O
vetor c sera (0,0,0,—1).

121 002
340 —1 1012
\374 0 =10

incluiremos x; na base. Verificamos quem deveria sair:

2+-1=2«
12+3=4
Retiramos a primeira basica, s;.
1T 2 1 002
0 =2 =3 -1 1i6
\0 -2 -3 -1 0! )

A solucao para este problema é 6tima, mas com y; = 6. Isto significa que
nao ha solugao para Ax = b, e o problema original nao tem solucao viavel.
<

4.9.2 O método do M grande

O método do grande M realiza a mesma coisa que o método das duas fases
de uma Unica vez.

max: c'x (4.5)
sa: Ax=Db
x>0

No objetivo, subtraimos do vetor x um outro vetor, y, com coeficientes
muito grandes. Multiplicaremos um valor grande M por um vetor de va-
riaveis artificiais y.
max: c'x—M(1'y) (4.6)
sa. Ax+y=Db
x,y>0
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Exemplo 4.19. O problema a seguir tem uma restricao que nos impede de
usar a origem como soluc¢ao inicial basica.

max xj + 2%

sa. —x1 <-—1
X1 +x<3
x>0

A representacao grafica deste problema é mostrada na préxima figura.

Observe que a origem nao é viavel, por isso nao podemos usar (0,0) como
solugao viavel basica.

Usando o método do M grande com M = 10, obtemos um novo pro-
blema.

max X1 + 2x2 — 10(y1 +y2)

sa. —x1+y; <—1
x1+x2+y2<3
xy=>0

Observe que as variaveis y; aparecem no objetivo com sinal negativo e
multiplicadas pelo valor M, muito grande - assim, quando M for sufici-
entemente grande, teremos a solucao 6tima comy = 0, e o problema
torna-se equivalente ao problema original, de onde partimos. <

O funcionamento do método do M grande é garantido pelas proposi-
¢coes a seguir.

Proposicao 4.20. Se[4.6é ilimitado e[4.5 € viavel, entao [4.5 é ilimitado.
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Proposicao 4.21. Se[4.5¢é vidavel e tem solucao 6tima finita, entao existe um
M > 0 tal que o tableau final do Simplex paral4.6tera as variaveis artificiais
fora da base.

Proposicao 4.22. Se([4.5 € inviavel entao nao existe M > 0 para o qual o
tableau final do Simplex para|4.6|tera as variaveis artificiais fora da base.

Exemplo 4.23.

max : 2x7 4+ 5%y + 3x3 + X4
sa. 2x1—2xp+x3+2x4 =2
X)+x3—x4=4
Axq 4+ 2%y — 8x3 +4x4 = 8
x>0

Usando o método do M grande, com M = 500, reescrevemos o problema
da forma a seguir.

min : 2x; + 5% + 3x3 + x4 — 500y; — 500y, — 500y3
sa. 2x1 —2xp+x3+2x4 +y; =2
X2 +x3—x4+yy=4
4% + 2% — 8x3 +4x4 +y3 =8
x,y>0

Obtemos a solugao 6tima x = (0,56/9,10/3,50/9)T ey = 0. |

4.10 Minimizacao e desigualdades do tipo >

Até agora mantivemos o foco em problemas de maximizacao com desi-
gualdades do tipo <. Era simples obter para esses problemas um tableau
Simplex inicial, porque as variaveis de folga de das restrigoes formavam
no tableau uma submatriz identidade. Em problemas de minimizacao,
que usualmente tem restricoes do tipo >, esta solugao nao seria possivel,
porque as variaveis de folga tem coeficiente —1, e o que surge no tableau
é a identidade multiplicada por —1. Na tltima se¢ao mostramos como li-
dar com esta situacao, adicionando variaveis artificiais. Agora ilustraremos
aquelas técnicas em problemas de minimizacao.

O simplex funciona da mesma forma em problemas de maximizacao
e minimizacgao. A Unica diferenca na execugao do algoritmo é que, como
queremos minimizar o objetivo, escolheremos os coeficientes reduzidos
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de custo com valor negativo ao escolher a coluna a entrar na base, e te-
remos uma solugao 6tima quando s6 houver coeficientes reduzidos de
custo positivos.

Exemplo 4.24. Resolveremos o seguinte problema de minimizacao.

min 2x7 + X2 + X3

sa.x;+x>2
X2 +x3>3
x>0

Com as variaveis de folga, o problema é reescrito da seguinte maneira.

min 2x7 + X2 + X3

sa.Xx]+x)—x4 =2
X2 +x3—%x5=3
x>0

Se montarmos o tableau Simplex, nao teremos uma escolha simples de
base inicial.

(107 13
\ 7

Nao podemos usar as variaveis de folga, porque elas tem coeficientes ne-
gativos no tableau, e portanto seus valores sao negativos (x4 = —2, x5 =
—3). Também nao podemos usar as colunas 2 e 3, que formam uma sub-
matriz identidade (referentes as variaveis x, e x3), porque a solugao seria
inviavel: teriamos x; = 2,x3 = 3, ex2+x3 = 5, violando a segunda restricao.

Usamos portanto o método das duas fases. Minimizamos a fungao y; +
Yz, e o tableau inicial é

11 0 -1 0102
1 0 1 0 -10 1|3
TTT000

2 5

No célculo dos coeficientes de custo, temos

1T 10 -1 0
12“31)<] 01 0 _1):(2)]>1>_])_1))
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e portanto ¢, —z é (—2,—1,—1,1,1). Incluiremos x; na base, e y; saira. O
proximo tableau é

11 0 -1 0 102
0 —1 1 T -1 =1 111
Ol

O S R R B

1T 0 -1 0 1
=0 (Y TS L) = een,

e CL —zé(1,—1,—1,—1,0). Escolhemos x3 para entrar na base. A coluna
a sair da base é a segunda (y;). A parte superior do tableau ndo mudara.
Apenas recalculamos os coeficientes reduzidos de custo.

1 10 -1 0 10i2
0 -1 1 1 -1 -1 1,
00 00

\0 00 _(1)/

= (O)O)) AN = (O)O) 0, O)O)-

Temos entdo ¢, —z = 0, e a solucdo nos da y = O - o que significa que

o problema original é viavel. Retiramos y do tableau e mudamos para a
funcao objetivo original, ¢ = (2,1, 1).

Ao calcularmos novamente os coeficientes reduzidos de custo, temos

z=(2,1) (? _]] _01) =(1,-1,-1).
’

Assim, ¢y, —z = (0,1,1). A solugao ja é 6tima. |

4.11 Solugdes degeneradas

Definicao 4.25 (solucao degenerada). Seja um problema de programacgéao
linear com n variaveis e m restricoes. Uma solucao viavel basica é dege-
nerada se uma de suas variaveis basicas é igual a zero.

Um problema de programacao linear é degenerado se uma de suas so-
lugoes viaveis basicas é degenerada. ¢
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Equivalentemente, um tableau representa uma solucao degenerada se
a coluna das constantes (b) contém algum valor igual a zero.

Exemplo 4.26. Considere o seguinte problema.

max X1 + X2 + X3
s.aa.:x;+x <1
x3 <1
X1 +x3<2
x > 0.

Quando usamos o método Simplex para resolvé-lo, chegamos ao seguinte
tableau:

1 o0 1 00 1
0 01 0 1 011
0 -1 0 -1 -1 110
\0 00 -1 -1 0{-2)
comx; = 1,x; = 0ex3 = 1. Esta solugao é degenerada porque x; é
Z€ero. <

Solugoes degeneradas acontecem quando uma restricao redundante
toca o politopo, como ilustra o exemplo

Exemplo 4.27. Temos a seguir um exemplo de problema degenerado.

max xj + x2

sa.x; —x2 <3
—x1+%x <3
x1 <6
3x—x2 <15
x> 0.

A Gltima restricao € redundante, tocando apenas no ponto (6, 3) do polie-
dro. Observe que esta restricao (a tltima) é combinacao linear da primeira
com a terceira:

1><(x1—x2§3)

+2x <x1 < 6)

=3x1 —x2 < 15.
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9

A seguir temos o mesmo problema, ja na forma padrao.

maxxj + x2
sa.Xx]—x2+x3=3

—X1+X2+%x4=3

X1 +x5=6
3x1—x2+x5 =15
x > 0.

Montamos o tableau Simplex para o problema:

1 -1
—1 1

5

—_
o
oo O O —
OO © —= O
OO0 = O O
oOl—= O O O
HO—JAOA\UJ(JJ-

/

Podemos escolher tanto x; como x; para entrar na base. Escolhemos x;.
Para determinar a varidvel a sair, calculamos

3-1 =3«
3-—-1=-3
61 =6

15=-3 =5
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e escolhemos a primeira variavel nao basica (x3). O novo tableau é

1
-3
-

S O O =
A W o W

3

NN = O =
SO O = O
oo = O O
o —= O O O

\0

Agora s6 podemos incluir x; na base, porque € a Unica nao basica com
coeficiente reduzido de custo acima de zero. Para determinar a variavel a
sair da base, novamente calculamos

3+—-1=-3
3+-0=...
31 =3¢«
62 =3&

Temos um empate entre x5 e xg. Estas sao as variaveis de folga das duas
restricoes que tocam o ponto (3,6), uma delas redundante (lembre que a
Gltima restrigao, de folga x4, € combinacao linear da primeira com a ter-
ceira - e a terceira tem folga x3).

O fato de podermos retirar qualquer uma destas variaveis da base sig-
nifica que podemos retirar a folga de qualquer uma das duas restrigcoes
para incluir x;.

Escolhemos xg para sair da base (ou seja, retiramos a filga da Gltima
restricao, “encostando” na restricao), e o novo tableau é

10 -1/2 00 1/2{6
00 110 0i6
00 1201 —1/2/0
01 -3/200 1/2:3
\0 0 200 119

Ovalor de x5 é zero, e a solucao é degenerada. A variavel x5 é a folga da ter-
ceira restricao. Ela é zero porque, ao “encostar” na ultima restricao, tam-
bém tocamos na terceira.

Agoraincluiremos x3 (folga da primeira restri¢cao), porque é nossa tinica
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op¢ao.
6+—1/2 =-12
6+1=6
0+1/2 =0«
3+-3/2=-2

A variavel a sair é x5, e o novo tableau é

1000 1 06
0001 =2 116
0010 2 -1}0
0100 3 —1:3
\00 00 -4 179

O valor de x3 é zero, e temos outra solugao degenerada. Observe que o
valor do objetivo nao mudou.
Incluiremos xg4. A variavel a sair serd x4, e o tableau final é

100 0 106
000 1 —=21i6
001 1 006
010 1 1049
\0 00 -1 =20 -15/

Todos os coeficientes reduzidos de custo sao negativos, portanto temos
uma solucao 6tima, com x; = 6, x, = 9 e valor 15. <

Teorema 4.28. Um problema de programacao linear com uma restricao
redundante que toca o politopo é degenerado.

Teorema 4.29. O uso da regra de Bland para escolher a coluna a entrar na
base elimina a possibilidade de ciclos.

Teorema 4.30. Se a coluna a entrar na base for escolhida aleatoriamente,
a probabilidade de ocorréncia de ciclos tende a zero quando a quantidade
de iteracées tede a oo.

4.12 Método Simplex Revisado

O método Simplex mantém em memoria - e percorre a cada passo - uma
matriz com n colunas e m linhas. Quando n € muito maior que m, muitas
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dessas colunas nao sao usadas durante a execucao do algoritmo. Geome-
tricamente, o caminho da solugao inicial até a 6tima nao percorre todos
os pontos extremos, mas um pequeno numero deles - e isto é particular-
mente relevante quando a dimensao do politopo é alta. Cada vez que uma
coluna entra na base, fodas as colunas de Ay sao atualizadas, mesmo que
nunca venham a ser usadas. O método Simplex revisado foi desenvolvido
como uma forma de evitar o armazenamento e processamento dessa in-
formacao desnecessaria.

Antes de mais nada, listamos a informacao de que o Simplex precisa
para cada operagao:

- Coeficientes reduzidos de custo para selecionar a coluna a entrar na
base e para verificar otimalidade de solugdes;

- A coluna que entra na base e os valores de xg para selecionar a co-
luna a sair da base;

Os valores das varidveis basicas, para que possamos reportar a solu-
¢ao 6tima quando a encontrarmos.

Tudo mais é desnecessario.

Como ja fizemos antes na segao representaremos o tableau sim-
plex dividindo A, x e ¢ em duas partes cada um - uma parte relativa as
variaveis basicas e outra relativa as nao basicas. Como denotamos

A= (Ag AN)
"= (cf <)

X = (XB XN),

adescricao de problemas de programacao linear pode ser feita da seguinte
maneira:

max C-BFXB + CL XN
s.a.. Apxg + Anxn < b
xg, XN > 0.

O tableau simplex é

A b Ag AN b

CT 0 Cg T 0
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Usamos operacoes elementares para obter coeficientes 1 nas variaveis ba-
sicas, de forma que a base seja a identidade. Multiplicamos a parte supe-
rior por Ag', obtendo

(1 A7'Ax A7'b)
\ef o)

N
Finalmente, subtraimos da ltima linha ¢} multiplicado pela parte supe-
rior:

/1§ Ay'AN 1 AGb \l

Lol oTA-T Ta-1
Observe na tltimalinha que r}; = c[,—clLAg' An representa os coeficientes

reduzidos de custo (c;—z;). Ja —cf Az ' b é igual a —cfxg, ou —z, e portanto

o tableau é

(1 AG'Ax Ag‘]o\l

\0 rL | —20 }

Temos no tableau original n + 1 colunas, e cada vez que trocarmos uma
variavel da base, modificaremos todas elas.

O algoritmo para o método Simplex revisado guarda apenas A?, sem
ter que guardar Ay, que pode ser muito grande. Podemos fazer Isso por-
que Ag' nos permite gerar qualquer informacao do tableau que precise-
mos, inclusive os valores de c; e x;:

Temos agora um tableau com m + 1 colunas. Detalhamos a seguir as ope-
racoes que o Simplex fard usando esta representacao. Denotamos por a!

1q
0 i-ésimo elemento do vetor coluna a(’I:

arq
, | @
amq
- Coeficientes reduzidos de custo: para a variavel x;, observamos que

AT AT
¢j —zj = ¢j — CgAg ;.
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- A coluna da variavel xq a entrar na base: basta escrevé-la usando a
nova base, A? :

/ _ a—1
aquB aq

- Atualizagao do tableau: para atualizar todos os valores, efetuamos

pivoteamento em a;,, (0 elemento na p-ésima linha do vetor coluna
ag).
q

A seguir esta o método Simplex revisado, em pseudocddigo.

calcule A?
repita:
AT clAG]
rL(—cN—ATAgl
se rl, <0 PARE: xp 6timo
q ¢ escolhe_coluna_a_entrar ()
a&HAglaq
se ajg <0 PARE: problema ilimitado
calcule bi/a{q e determine ap
atualize A? e a solucgéo Aglb (pivoteamento)

Quando usamos o método Simplex revisado, o tableau pode ser repre-
sentado da seguinte maneira:

v(A,' i b)
onde v é a sequéncia de indices das variaveis basicas.

Exemplo 4.31. Para o problema

maxxy + 2x2 + 1x3

s.a..4x; 4+ 6x2 + 3x3 < 60
X1 +x2+x3 <10
2% +x2 + 2x3 <40

x>0

o tableau inicial & _
4 /1 0 060
5(0 1 0i{10
6\0 0 1/40
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As variaveis na base sao as de folga, x4, x5,%¢. A identidade € a inversa da
base, e o vetor b € o mesmo da descrigao do problema.
O tableau final para o mesmo problema é

2/ 1/2 =2 0110
1{-1/2 3 00
6\ 1/2 —4 130

Neste tableau, as variaveis basicas sao (2, 1, 6) (nesta ordem). A inversa da
base é a submatriz do lado esquerdo, e b é (10,0, 30)".

Note que as colunas mostradas sao as mesmas que estariam no tableau
do é o mesmo do problema originalmétodo Simplex (nao revisado), nas é
o mesmo do problema originalposi¢coes que usamos inicialmente. A é o
mesmo do problema originalseguir mostramos o tableau final em como
seria descrito usando o método Simplex nao revisado.

0 1 —1/2{71/2 72707110
10 2/3i-1/2 3 0! 0
0 0 —1/2} 1/2 —4 130

A inversa da base que representamos no tableau final do Simplex revi-
sado também aparece nas colunas 4,5,6 do tableau Simplex (ndo revi-
sado), como destacado na figura. <

No exemplo a seguir resolvemos um problema usando o métoro Sim-
plex revisado.

Exemplo 4.32. Resolveremos o problema

maxxj + x2

s.a.2xy +x2 <40
X1 + 2xp <50
x>0

3(1 040 Co 1
4\0 1 %50 A =cgAp = (0,00Ag =(0,0)

T T T
N —CN —A AN = CN

= (1,1).
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Podemos incluir qualquer uma das variaveis. Escolnemos x;. Geramos a

coluna de x;:
_ 1 0 2 2
af =Ag'a; = (0 1) <1> = (1>
Continuamos,
3/1 O§4O 2 ‘
4\0 1:50) 1 427?:zg¢
' 50+ 1=5

A primeira variavel da base (x3) saird. Neste mesmo tableau, trocamos o

indice de x3 pelo de x1, e pivoteamos para transformar a coluna de x; em
o,

1/ 1/2 020\ (1 Ly +2
a\-1/2 1:30) \o L —(1/2)L

Agora descartamos a coluna aj, e calculamos os coeficientes reduzidos de
custo.

1( 1/2 0:20
4(—1/2 1 30) A =cpAp’ = (1,00A5" =(1/2,0)
' rn=cx' —ATAN
=(1/2,-1/2).

Devemos incluir a primeira nao basica, x,. Geramos sua coluna:

o 172 0\ (1 1/2
ot =aer= (73 9) (2) = (372

Escrevemos a coluna ao lado do tableau, e verificamos que coluna deve
sair:

1( 1/2 020\ (1/2 20+ 1/2 = 40
4\—-1/2 1130/ \3/2 30+3/2=20 &



104 CAPITULO 4. O METODO SIMPLEX

A segunda variavel da base, x4, saira. Pivoteamos para transformar a; em
(0, 1).

1/ 2/3 =1/3110\ (0 L x2/3
a\-1/3 2/3120) \1 L — (1/3)L,

Calculamos os coeficientes reduzidos de custo.

1/ 2/3 —1/3110 AT =cgAg! = (1, 1A
2\-1/3 2/3 20 =(1/3,1/3)
N = CNT — )\TAN
=(0,0)—(1/3,1/3)
= (-1/3,-1/3).
Temos finalmente a solucao 6tima, com
X1 = 10
x2 = 20. <

E comum que implementa¢des ndo armazenem Ag] explicitamente,
mas sim por sua fatoragéo LU. A fatoracdo LU de Ag' é apenas atualizada,
sendo recalculada apenas de tempos em tempos. Isso traz um equilibrio
entre eficiéncia e precisao numérica.

Exercicios

Ex. 29 — Resolva os problemas a seguir usando o método Simplex. Re-
solva cada um usando a regra de Bland e também alguma outra regra.

(1) maxx; —x + 3x3 (i1) maxxy +2x;
s.a.:x1+2x2 <1
x1 <1
3Xz+%"3§5 <1
x>0

s.a.:x1—x2 <4
2x1+x3<6

x>0
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(iil) maxxj +x2 — 2x3 (iv) max3xq + 4x7 + 2x3
s.a.:x;1+x2 <5 s.a.:xg—x2 <8
X2+ 2x3 <5 X1 +x2+x3=11/2
2x1 —x2+x3 <9 —x1+2x <10
x>0 x>0
(V) maxx; +x2 (vi) maxx; —2x2 +x3 — 3x4 + X5
sa.: —x1+x2<1/2 S.a.:2X%1 + X3 — X4 + x5 < 22
—%x1+xZ§2/3 — 3% +x3<10
3 x>0
x2 <3/2
x>0
(vil) maxx; —x2 (viil) maxx; —2x2 +x3
s.a.:x1+x <4 s.a.:x;+x2 <10
x1—x2 <1 x1—x2 <1
—2x1+3x, <2 X1 — 2% <6
x>0 x>0

Ex. 30 — Coloque os problemas na forma padrao para que possam ser re-
solvidos pelo método Simplex, e depois use o Simplex para resolvé-los,
mostrando os tableaux intermediarios.

(1) max2x; +x2 + 3x3 (il) max3x; + 2x;
s.a.:Xx]—X2=>5 s.a.:x; > 1
2x1 +x3 =10 x1 <2
X2+ 2x3 <9 x2 > 1
x>0 x2 <2

x>0
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(i) max2x7 +x2 — x3 (iv) max2xj +x2
s.a.:x1+x2<3 s.a.:X1+x2>3
2x)+x3=5 2x)+x3 =5
X1 —3x3 =4 x>0
x>0

(v) maxxi+x) —x3
s.a.:x)+x2 <7
X1 —%x <6
2x1+2x) > 6
X1 +x3=7
x>0

Ex. 31 — Coloque os problemas na forma padrao para que possam ser re-
solvidos pelo método Simplex, e depois use o Simplex para resolvé-los,
mostrando os tableaux intermediarios. Use o método das duas fases em
dois problemas, e o do M grande em dois outros.

(1) min2xq + 4% + 8x3 (il) min2x; —x
s.aa.:x1+x2=5 s.a.:xy > 2
X]+x3 >4 x <4
3x)+x3>5 Xy > 2
x>0 xy; <4
x>0
(1il) minx; —xy + 2x3 (iv) min8x; + 3x;
s.a.:X1+%x2>5 s.a.:5%x —x; =3
X2 +3x3=38 X2 +3x3=5
X1 —x3 >4 x>0

x>0
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Ex. 32 — Implemente o método Simplex: primeiro, apenas para restrigoes
na forma de desigualdade, Ax < b. Depois permitindo igualdades, usando
a técnica descrita neste Capitulo para obter solugdes viaveis basicas inici-
ais. Posteriormente, experimente com diferentes métodos para escolher
a coluna a entrar na base.

Ex. 33 — Demonstre rigorosamente os Corolérios [4.6/e[4.7]

Ex. 34 — Demonstre a Proposigéo E realmente necessario verificar to-
dos os a;; em A? Explique.

Ex. 35 — Seja (x1,%2,...,Xn) uma solucao viavel basica. Prove que
x| < mloa™ 1B,

onde
o= YT%?X{|ai,j|}

p= I;T%?T{(ﬂbﬂ}

Ex. 36 — Considere o problema

max c'x sujeito a Ax = b,

com solucao 6tima de valor v. Suponha que o problema

minc'x, sujeitoa Ax =b
tenha 6timo com o mesmo valor, v. Pode-se concluir que existe um Gnico

ponto 6timo para os dois? Como ¢, geometricamente, a regiao viavel?

Ex. 37 — Prove que quando usamos o método Simplex em um problema
nao degenerado, uma coluna que sai da base nao pode volar a ser basica
na iteragao seguinte.

Ex. 38 — Prove que se um problema tem regiao viavel ilimitada, existe para
ele uma funcao objetivo que nao permite resolver o problema, e uma que
permite obter uma solugao 6tima.

Ex. 39 — O que acontece quando a mesma solugao viavel basica pode ser
descrita por mais de uma base?
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Ex. 40 — O que acontece quando usamos o método do M grande em um
problema inviavel? E em um problema ilimitado?

Ex. 41 — Suponha que tenhamos usado o método das duas fases para re-
solver um problema. Se, apds a fase I, uma variavel artificial sai da base,
ela pode novamente entrar?

Ex. 42 — Resolva, usando o método Simplex revisado:

maxx; — X + 2x3 + 4x4 + x5 + 2xg + X7
s.a:X] +x2 + %3+ x4+ x5 +x6 <50
2x1 — X2 + 3x3 + 2x4 — X5 — X6 + 2x7 < 40
x>0



Capitulo 5

Dualidade

A todo problema de maximizacao pode-se associar um problema de mi-
nimizac¢ao, chamado de dual do problema. Neste Capitulo estudamos a
dualidade em programas lineares.

Definicao 5.1 (Primal e dual). Considere o seguinte programa linear:
max c'x
sa:Ax<b

x > 0.

Damos o nome a este PL. de primal, e dizemos que o P.L. a seguir é seu
dual.

min b'y
s.a. ATy >c
y=0. ¢

Se um problema tem restrigcoes em forma de igualdade, podemos cons-
truir seu dual primeiro passando o problema para a forma de desigual-
dade, observando que a restrigao

ai1X1 + ...+ QinXn = by
pode ser reescrita como

aiX1 + ...+ ainxn < by

—ay1X] — ... — QinXn < —Dbj.

109
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Exemplo 5.2. Determinaremos o dual do seguinte problema.

max X1 + 2x2 + X3

sa:x;—3x =5
—xX1+2x —x3<3
x > 0.

A primeira restricao € uma igualdade, portanto a transformamos em duas
desigualdades,

5
=

X1 — 3x <
X1 —3x =5 - ! 2 -

—x1 +3x <
obtendo

max X1 + 2x2 + X3

sa.: x1—3x <5

—x1+3x <=5
—X1+2x)—x3 <3
x > 0.

Agora podemos obter o dual do problema:
min 5y — 5y + 3y3
sa: yy—yz—yz > 1
—3y1+3y2+2y; > 2
—yz > 1
y > 0.

No entanto, este programa linear tem tres variaveis, e o primal do qual
partimos originalmente tem duas restrigdes apenas. <

O Exercicio 49| pede a demonstracao do Teoremal5.3] que consiste na
formalizacao do que foi visto no exemplo anterior.

Teorema 5.3. Considere um programa linear de maximizacao. E possivel
obter um programa linear dual a este, mas com o numero de variaveis do
dual exatamente igual ao nimero de restricdes do primal. Se a i-ésima
restricao do primal é uma

- igualdade: entao a variavel correspondente y; no dual sera livre (ou
seja, podera assumir valores negativos)

- desigualdade >: entao a variavely; do dual assumira valores < 0.
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5.1 Interpretacoes do dual

Ha duas interpretagdes importantes para o dual de um programa linear: a
operacional e a econémica.

5.1.1 Interpretacao operacional

Os coeficientes reduzidos de custo (na Gltima linha do tableau Simplex)
representam, para cada variavel nao basica, o quanto poderiamos melho-
rar a fungao objetivo se ela fosse incluida na base. Esses coeficientes mu-
dam a medida que o Simplex tenta encontrar solu¢des que se mantenham
viaveis, mas mais proximas do 6timo. O vetor b representa o limite da vi-
abilidade - que nao muda durante a execucao do Simplex.

No problema dual, a funcéo a ser otimizada é b'y - ou seja, procura-
mos otimizar a distancia até a viabilidade. Ja as restricbes sao da forma
Ay = ¢ - e como ¢ ndo muda, estamos mantendo a condi¢ao de otima-
lidade. Assim, o dual de um programa linear representa o problema de,
dada uma solucao qualquer que tenha valor 6timo, encontrar aquela mais

proxima possivel da viabilidade, mantendo o mesmo valor.

5.1.2 Interpretacao econémica

Considere o problema de mistura a seguir: uma empresa produz refei-
¢oOes prontas para companhias aéreas. Em cada refeicao podem ser usadas
quantidades diferentes de alguns ingredientes.

Ao resolver o problema primal, maximizamos o lucro total obtido com
aproducao das refei¢des escolhendo quanto usar de cada ingrediente. Re-
solvendo o problema dual, minimizamos o custo de cada recurso (e para
isso diminuimos a quantidade usada, claro), de forma a manter o valor
6timo de lucro.

Em outras palavras, resolver o primal significa partir de quantidades
de recursos menor que a 6tima e aumenta-las até chegar ao 6timo, nunca
usando mais recursos que o possivel; resolver o dual significa partir de
uma quantidade de recursos maior que o disponivel, e diminui-las (dimi-
nuindo o custo) até chegar ao minimo possivel.

5.2 Lema de Farkas

Nesta secao tratamos do Lema de Farkas. Este lema é usado em diversas
ocasidoes no desenvolvimetno de topicos relacionados a dualidade. Neste
capitulo, ele sera usado na demonstracao de um teorema que relaciona
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a viabilidade do dual com a caracteristica de limitacao do primal (Teo-

rema/5.16).

Para uma melhor compreensao deste Lema, usaremos as defini¢des de
combinac0s positivas e cones gerados por vetores.

Definicao 5.4 (combinacao positiva). Uma combinagao positivade um con-
junto de vetores é uma combinacao linear destes vetores, tendo coefici-
entes nao negativos. ¢

Definicao 5.5 (cone convexo). O cone convexo gerado por um conjunto de
vetores € o conjunto de todas as combinagoes positivas daquele conjunto.

¢

Exemplo 5.6. Seja V ={(2,0)", (1,1)T}. O cone gerado por estes dois veto-
res é

{a(2,0)+b(1,]): a,bzo}z{(Za,O)T+(b,b)T: a,bZO}
:{(Za—i—b,b)T: a,bzo}

= {(x,y)T: x>y > O}.

Os dois vetores sao mostrados na figura a seguir; o cone formado por eles
€ composto de todos os vetores na area sombreada.

\%)

A

Observe que para descrever um vetor de R? fora do cone como combina-
cao linear de vy e v,, teriamos que usar coeficientes negativos:

Z

Vzw

Vi

O vetor w = (1.5, 1) esta contido no cone, e sua descricao é

w = (2,07 + (1,1,
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com coeficientes positivos 1/4, 1. Ja o vetor fora do cone, (1,2)" é

1
z= —5(2,0)T +2(1,17,

com um coeficiente negativo. <

Relembramos que a multiplicacao de uma matriz por um vetor coluna
descreve a combinacao linear das colunas com os coeficientes dados no
vetor:

X1
X2
Ax:(a],az,...,a“) ,
Xn
_ 1 2 n
=x1a +xa”+---+xpa.

Assim, o cone gerado pelas colunas de A é o conjunto de combinacoes
positivas de suas colunas, ou

{Ax, X > O}.

O Lema de Farkas (Lema representa a esséncia da dualidade em
programacao linear. O Lema diz, geometricamente, que dados n vetores,
um vetor qualquer x pode estar dentro do cone (e neste caso sera com-
binacao positiva dos outros) ou fora do cone (quando é combinacao nao
positiva dos outros) - e nunca ambos ao mesmo tempo.

Em essencia, o Lema de Farkas diz que o vetor b pode pertencer ao
cone gerado por A ou nao.

Seja S a reviao viavel, definida por um programa linear Ax = b. Entao
exatamente uma das duas situacdes ocorre:

i) b pertence ao cone gerado por A, portanto temos Ax = b, comx > 0
(porque para pertencer ao cone deve ser combinacao positiva das

colunas de A).
£ .

ii) b ndo pertence ao cone gerado por A. Neste caso, deve haver algum
z, formando dngulo menor que 90° com b, mas formando mais de
90° com o cone definido por A.
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a

Mostramos na figura apenas a; e an; 0s outros vetores a; estao entre
eles; o semiespaco determinado pela linha leve consiste dos vetores
com angulo menor que 90° com b; o cone a esquerda e abaixo é
formado pelos vetores com angulo maior ou igual que 90° com o
cone de A.

Assim, existe z tal que

- o angulo entre colunas de A e z é maior que 90°, logo ATz < 0;

- oangulo entre b e z ¢ menor que 90°, logo b’z > 0.

Se tomarmos y = —z, teremos entdao A’y > 0 para algum y tal que
b'y < 0.

Embora a discussdao geométrica até este ponto possa ser convincente
para o caso em que tratamos de vetores em R?, enunciamos e demonstra-
mos algebricamente a seguir o Lema de Farkas.

Lema 5.7 (de Farkas). Sejam A uma matriz eb um vetor, sendo que o nu-
mero de linhas de A é igual a quantidade de elementos deb. Entao exata-
mente um dos dois sistemas a seguir tem solugao.

i) Ax =Db, paraalgumx > 0.

i) y'A > 0 para algumy tal queb'y < 0.

Esta demonstracao esta incompleta. Outra demonstracao diferente
serd usada em uma futura versao do texto.
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Demonstracdo. (i = nao ii) Suponha que (i) valha, e Ax = b tenha
solucéo positiva. Se existe y tal que y'A > 0, entao

yTA > 0"
yTAx > 0'x =0 (porque x, Ay > 0)
y'b >0 (Ax =Dh)

e o sistema (ii) nao pode ter solugao.
(nao i = 1ii) - esta parte é omitida por ora. [

Fica claro, do enunciado do Lema de Farkas, que ele tem forte rela-
cdo com o conceito de dualidade - o produto ATy, com y nao restrito a
positivos, é parte da descricao do dual de Ax = b.

Exemplo 5.8. Sejam

O sistema Ax = b s6 tem a solucdo x = (3, —5,30/19)", portanto o sistema
Aly > 0 deve ter solucao para algum y com b'y < 0. E realmente, a
solugaoy = (2,—3,4)" nos da

Aly =(10,13,12)",yb = 3(2) + 5(—3) + 1(4) = —5. <

Exemplo 5.9. O Lema de Farkas vale para quaisquer matrizes, nao apenas
quadradas. Por exemplo, sejam

(1D ()

As solucoes deste sistema sao da forma

xX)—2x3 =1,
o que inclui a solugao x = 5,2)". O sistema A’y > 0 portanto nao pode
ter solucdo com y'b < 0. Realmente,

1 0 Y1 0
3 1 Y2 | = 0
1 2] \ys3 0

s6 tem a solugao trivial, comy = 0. <



116 CAPITULO 5. DUALIDADE

5.3 Teoremas de dualidade

As solucdes 6timas para o primal e o dual tem o mesmo valor, como mos-
traremos nos proximos teoremas.

Teorema 5.10 (dualidade fraca). Sejam x ey solucées para o primal e o
dual de um programa linear. Entaoc'x < b'y.

Demonstracao.
c< ATy
c’ < yTA
c'x < yTAx
<y'b (somente porque x,y,b > 0)
=b'y [ |

Corolario 5.11. Se xo e yo sdo solu¢ées para o primal e o dual, e c'xo =
b'yo entdo ambas sao solugées otimas.

Demonstracao. Seja x solucao viavel para o primal. Entdao c'x < b'y, =

CTX(). |

As restricoes de um programa linear max c'x, s.a Ax < b sdo da forma

a;x < bj, onde a; é a i-ésima linha de A. Estas restricoes podem ser visua-
lizadas como hiperplanos, cada um definindo um semiespago. A solugao
Otima esta exatamente na intersecao das restricoes.

Na figura anterior, a solucao 6tima é a intersecao das restricoes a;x =
b1 e aux = by, e a3 é redundante.

Lema 5.12. Se o ponto 6timo de um programa linear nao pertence ao hi-
perplano definido por uma das restri¢ées, ela é redundante e pode ser
removida sem que a solu¢ao otima mude.
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Teorema 5.13 (dualidade forte). Se o primal ou o dual de um programa
linear tem solucao 6tima, o outro também tem, e os valores das solucées
otimas sgo iguais.

Demonstracdo. Sejammaxc'xs.aAx < b o primal de um programa linear

eminb’ys.a ATy < c seu dual. Suponha que o primal tem solugao 6tima
x*, com valor v = c'x*.

O hiperplano ¢'x* = v toca no poliedro apenas no ponto 6timo x* (ou
nos pontos 6timos, se houver mais de um).

Aqui denotamos por a; a i-ésima linha de A. Sejam a;x < by, a;x < by, ...
as restri¢oes do primal, e considere os hiperplanos a;x =b;, a;x =b;,, que
definem a borda do poliedro. Ja o hiperplano c'x* = v, ortogonal a c e que
toca o poliedro em x*, é claramente uma combinacao linear nao negativa
dos hiperplanos definidos pelos a;x = b;. Temos portanto

Ar(arx) A1by
+A2 (%) +A2b7
+)\3(C13X) = +A3bs

Z?\iaix = Z)\ibi

E consequentemente,

CT = Z ?\iai
V= Z }\ibi

max {chle <b,x> 0} =v= Z Aiby,

Entao,

mas temos também

Y Aibi > min {bTy|ATy >cy > o},
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e o valor maximo para o primal é maior ou igual que o valor minimo para
o dual.

Mostramos que c¢'x > b'y, mas também sabemos pelo teoremam
que c'x < b'y, e portanto os dois valores devem ser iguais. [

Exemplo 5.14. Temos a seguir um par primal/dual de problemas:

maxxj + 3x min 6y; + 2y,

sa:x1+x <6 sa.yr+2yx > 1
2x1 —x <9 yr—y2=>3
x>0 y>0

A solucao 6tima para o primal é x; = 0,x; = 6, com valor 18. A solucao
6tima para o dual é y; = 3,y, = 0, com valor 18. |

Exemplo 5.15 (Multiplicadores Simplex). este exemplo esta no llugar er-
rado... Considere o exemplo Se usarmos os valores 6timos do dual
como multiplicadores para as restrigoes do primal, temos

3(X1 +x2 < 6)

+0 (2xz —xy < 9)

=3x1 +3x, < 18

=x7 + 3% < 18, (porque x; > 0)
confirmando a otimalidade da solucao: se obtivemos esta desigualdade
somente fazendo combinacao linear de restricoes, ela é valida - mas ela
diz exatamente que a funcgao objetivo, x1 +3x+2, nao pode ter valor maior
que 18.

O mesmo vale se multiplicarmos as restricoes do dual pelos valores
6timos do primal:

0(y1+2y2>1)

+6<U1 —Yy2 = 3)
=6y; — 6y > 18
=6y; + %y, > 18 (porque y; > 0)

O que a ultima desigualdade nos diz é que a fungao objetivo do dual nao
pode ter valor menor que 18. <
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Teorema 5.16. Se o primal de um programa linear é viavel e seu dual nao
€ entao o primal é ilimitado.

Demonstracao. Seja x viavel para o primal. Como o dual é inviavel, o sis-
tema a seguir nao tem solucao.

ATch
y=0

Como nao ha solugao para este sistema, pelo Lema de Farkas deve existir
solugédo para

Az >0

c'z>0
z>0

Tomemos um z, solucao do sistema acima. Observamos que z + w é viavel
para o primal se w > 0:

A(x+ wz) = Ax+ wAz

e como wAz < 0, x + wz < b. Mas temos também

c'(x+ wz) =c'x + wc'z,
T T d
ecomo w > 0,c'z > 0, temos que c' (x + wz) — oo quando w — oo, € X
nao é 6timo. Mais ainda, para qualquer x supostamente 6timo podemos
determinar x” dando valor maior para o objetivo. |

Corolario 5.17. Se o primal de um programa linear é viavel e f(x) = c'x é

limitada por cima entao o dual é viavel.

Se o dual de um programa linear é viavel e g(y) = b'y é limitada por
baixo entao o primal é viavel.

Se tanto o primal como o dual forem viaveis, tanto f como g sao limi-
tadas, f por cima e g por baixo.

Teorema 5.18. Se tanto o primal como o dual sdo viaveis, ambos tem (a
mesma) solucao otima.

Observamos também que o tableau simplex para o dual é exatamente
o tableau transposto do primal:

T
Ag An b Ap s
T T — [An o
¢ ©ON b!
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A seguir enunciamos o Teorema das folgas complementares, que usare-
mos no desenvolvimento dos algoritmos Simplex-dual e primal-dual. In-
formalmente, o Teorema determina que quando ha solucao 6tima para
um par de problemas duais, se a i-ésima variavel da solu¢ao do primal é
nao zero, a solucao do dual torna sua i-ésima linha uma igualdade (sem
folga); e quando a i-ésima linha do dual é desigualdade estrita, a i-ésima
variavel do primal tem valor zero. Ou seja, se x; # 0, entao a j-ésima linha
do dual é satisfeita sem folga, (aj)Ty =¢j.

Teorema 5.19 (das folgas complementares). Sejam um programa linear e
seu dual,

maxc'x, sa:Ax<b
minb'y, sa:Aly >c
Duas solugdes x ey para o primal e dual sao 6timas se e somente se
y (Ax—b)=0
x'(c— ATy) =0.
Demonstracao. Sejam x e y solugdes viaveis para o primal e dual. Temos

Ax<b
b-—Ax>0
y' (b— Ax) > 0,
porquey é viavel (y > 0). Similarmente,
ATy >c
ATy —-c>0
x' (ATy —c)>0.

Sejamp =y' (b—Ax)eq=x" (AT

y — ¢). Entéo,
p+q=vy (b—Ax)+x" (ATy—c>

- yTb 4 (—yTAx + xTATy> —x'c



54. ALGORITMO SIMPLEX DUAL 121

porque y'b > x'c, pelo Teorema
(=) Se as duas solucoes forem 6timas, temos p + ¢ > 0 e também
P = g, e necessariamente p = q = 0. Portanto,

y'(b—Ax) =0
x! (ATy — c) =0
(&) Suponha p = q = 0. Entao
y' (b —Ax) +x' (ATy—c) =0
y'b—x'c=0
y'b=x"c

e, como as solugoes tem o mesmo valor objetivo e sao viaveis para o primal
e para o dual, sao ambas 6timas. [

5.4 Algoritmo simplex dual

Considere o primal e o dual de um programa linear, como os que sao da-
dos a seguir.

maximize c'x
sa:Ax<b
x> 0.

minimize b’y
s.a.: ATy >c
y > 0.

O método Simplex, quando aplicado ao primal, procura por varias solu-
¢oes viaveis (sempre obedecendo as restrigoes) e basicas, cada uma com
valor objetivo maior, até encontrar a solucao 6tima. Observando a for-
mulacao do dual, podemos imaginar que se executarmos nele o mesmo
algoritmo, o que sempre se mantém é a condicdo de otimalidade (porque
c agora esta no lugar de b), e que o que buscamos é uma solucao cada vez
mais proxima da viabilidade. Isto é o que faz o algoritmo dual-simplex.
Suponha que tenhamos uma solucao basica para o primal que tenha
valor melhor que qualquer ponto do politopo, mas que nao seja viavel.
Representamos esta solucao pela base Ag, tal que xg = Az 'b.
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Manteremos o tempo todo a condicao de viabilidade dual: a solugao
sempre sera 6tima para o primal,

cy—z <0.

Comegamos com uma solugao que é inviavel para o primal (ha algum b; <
0). Se em alguma iteragdo tivermos conseguido viabilidade primal (todos
os b; > 0), entao teremos uma solucao 6tima e viavel para o primal.

5.4.1 Quem sai?

Queremos trazer o sistema para a viabilidade, e sabemos que ha elemen-
tos b, < 0. Podemos portanto fazer pivoteamento em uma coluna apg,
com apq < 0, e q fora da base. Isto resultara em um novo valor de b,
maior que zero:

— = ~=
..._apqxq+...:_bp

b
-~-—|—1Xq+-'-:—p
Qpgq

5.4.2 Quem entra?

Dentre todos os x4, escolhemos aquele que mantém a viabilidade. Usando
raciocinio semelhante ao que usamos para determinar a coluna a sair da
base, temos

\ N I R RS
q—argrjrglhrs{ o .ap)<0}

Como todos 0s ¢j — zj s40 menores ou iguais a zero, estaremos minimi-
zando em um conjunto limitado por baixo.
O exercicio[52|pede o desenvolvimento dos detalhes.

5.4.3 Base inicial

Ja descrevemos completamente os passos do algoritmo Simplex-dual. Ele
exige, no entanto, que iniciemos com uma solugdo 6tima mas inviavel para
o primal. Descrevemos aqui o método da restricao artificial para obter
uma base inicial para o Simplex-dual.

i) Adicione a restricao

ij <M,

j>m
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ii)

iii)

onde M é muito grande (as variadveis somadas sao as nao-basicas,
j > m). Esta restricao incluird na base uma nova variavel de folga,
Xn+1- o

(07 17111 M)
— o]

\AB An i O i b /

(As Anib)

Na primeira iteracao, removemos a variavel x, 11, incluindo a coluna
com maior coeficiente reduzido de custo.

Seguimos usando o algoritmo Simplex-dual.

O exercicio|53|pede a demonstracao da Proposicao

Proposicdo 5.20. Partindo de um tableau Simplex com base viavel para o
primal de um problema, o método da restrigao artificial resulta em um ta-
bleauviavel para o dual do mesmo problema (ou seja, 6timo para o primal),
mas nao necessariamente viavel para o primal.

Exemplo 5.21. Usaremos como exemplo o seguinte problema.

max 2x1 + x2

sacx] —x2 <10
3x; —2xp < 15
—x1+5x%x; <20
x>0

O tableau inicial para o primal seria

1. 110 010
3 2010415
-1 50 0 120
V277770700 0)

com base x3, x4, x5. Adicionamos portanto a restricao

X1 +x <M
e o novo tableau é
1 1000 1M
1T =1 1.0 0 0{10
3 -20100}715
-1 50010120
\ 2 10000} 0/
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Agora removemos xg da base, incluindo x; (que tem o maior coeficiente
reduzido de custo).

1 1000 1] M
0 —2100 —1; 10-M
0 5010 —3{15-3M
0 6001 1:2+M
\ =1 0o00 -2y M/

Agora o tableau é 6timo para o primal: os coeficientes reduzidos de custo
sao —1 e —2. Como ainda ¢é inviavel para o primal, podemos usar o algo-
ritmo Simplex-dual a partir daqui. <

Ap6s resolver o problema usando o algoritmo Simplex dual, o resul-
tado final podera ser:

i) xn.1 nabase: a solucao é 6tima

ii) x,.1 fora da base, com coeficiente reduzido de custo zero: a solucao
é 6tima, e o M escolhido é justo

iii) xn41 fora da base, com coeficiente reduzido de custo negativo: o M
esta limitando a solugao, e o coeficiente reduzido de custo negativo
significa que se incluirmos esta folga na base, o objetivo decaira. O
problema primal é ilimitado.

5.4.4 Resumo e exemplos

O algoritmo dual-Simplex é mostrado a seguir.

seja Ap base primal o6tima (¢j—z <0 Vj¢B)
calcule XB:Ag]b
enquanto xg tem elementos negativos:
p « argmini{x; : x; < 0}
se ap; >0 todo j:
PARE -- primal ilimitado
escolha j tal que ap <0

. 7% . .
q%argmax)gm{ o, f <O}

retire ap da base e inclua Qq
PARE -- xgp é viavel e 6tima
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Exemplo 5.22. Resolveremos o seguinte problema usando o algoritmo
dual-Simplex.
maxxq + 4x;
s.a.:2x; +x2 <40
X1+ 2x2 <50
x>0

21 1 0{40
1.2 0 150

Observamos que o tableau é viavel para o primal, e nao serve para o mé-
todo simplex dual. Adicionamos a restrigao

O tableau inicial é

x1+x <M
e onovo tableau é ,
11T 001! M .
211 0 0! 40 z=cgAn = (000)An = (00)
1.2 01 0}500 ov—z=(14)
74707070 0

a nova restricao (xs) saira.

1100 1] M
1010 -1 4-M
—1.0 0 1 —2{50—2M
\=3700 0 —4 —am)

Percebemos agora que o tableau ja é viavel para o dual. Escolhemos M =
50.

110 0 1 50
101 0 —1{ =10
-1 0 0 1 =2 =50
\—3 00 0 —4 —200 /
Removeremos a terceira varidvel da base, x4, e incluiremos xs.
1/2 1 0 1/2 0 25
3/2 01 =1/2 0! 15
/2.0 0 —=1/2 1+ 25
\—1 0 0 -2 0! -100 /

Como todos os b; sao positivos, temos a solugao 6tima, comx =0e x; =
25. <
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Exemplo 5.23. Resolveremos agora o problema a seguir usando o algo-
ritmo dual-Simplex.

maxxj + 2x
sa.x)+2x2 <6
X1 — X2 < 2
XzSZ
X1 §3
x>0

Um tableau inicial para o primal € mostrado, apenas para referéncia, a
seguir (ele nao sera usado).

1 2100 06
1T =101 0 02
0O 1001 042
1 0000 1:3
Comegamos com a base (x1, x4, X5, X¢), mostrada no tableau a seguir.
1T 2 1000 6
0 -3 -1 1004
o 1 0010 2
0O -2 -1 0 0 1:;-3
\0 0 -1 00 O ]

Esta solucao é evidentemente inviavel (x4 = —4,xs = —3), mas 6tima (os
coeficientes reduzidos de custo sao negativos).

Escolhemos primeiro a coluna a sair. o menor dos elementos negativos
no lado direito & —4, na segunda linha, portanto a segunda coluna da base
(x4) saira.

0+-3=0
—1+-1=1

A coluna de x; entrara na base.
10 1/3 2/3 0 0i10/3
0 1 1/3 =1/3 0 0! 4/3
00 —1/3 1/3 10 2/3
00 —1/3 =2/3 0 1{-1/3
\0 0 00 0] ),
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Ainda precisamos remover a variavel x; da base, porque ela tem valor
—1/3.

e
3 3
2
Of—g—O
A coluna de x4 entra na base.
10 o000 1 3
01 1/2 00 —1/213/2
00 —1/201 1/2{1)2
o0 1/2 1 0 -3/2{1/2
\0 0 -1 0 0 O /

A figura a seguir mostra o caminho feito pelo algoritmo dual-Simplex.
Partimos de uma solucao basica nao viavel (intersecao de restricoes fora

da regiao viavel) e mudamos a base, sempre diminuindo a distamcia até a
viabilidade.

<

Exemplo 5.24. Este exemplo mostra a aplicacao do algoritmo Simplex-
dual em um problema ilimitado.

maxXxj + x2
sa:cx; <1
X1 —x <2
x>0
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Usaremos a restricao artificial
X1 +x <M,

e nosso tableau inicial € mostrado a seguir.

1 1 0 0 1 M
1 10 011
1T =1 01 0;2
\1 10 0 0 0/
Retiramos x, 1 da base, incluindo x;.

1 100 1{M

0 -1 10 -1/1-M
0 201 -12-M
\0 000 =i =M/

Note que agora a solugao é inviavel mas 6tima para o primal. Retiramos a
segunda variavel da base. Quem entra é x;.

10 10 01

01 -1 0 1,M—1
00 21 1M
W00 00 i M)

Observamos que temos um tableau teoricamente 6timo, porque todos os
b; sao positivos. No entanto, a variavel artificial x, 11 (que foi incluida para
obtermos uma solucao primal-inviavel) esta fora da base. Isto significa que
a restricao

xX1+x <M

esta sem folga - temos x;+x; = M, para M tao grande quanto queiramos -
e asolucao pode ter valor menor se incluirmos esta folga na base (porque o
coeficiente de custo de x+1 € —1. Concluimos que o problema é ilimitado.

A figura a seguir ilustra graficamente o problema - a seta indica o gra-
diente da fungao objetivo.
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A regiao é ilimitada na direcao de x; (0 que também se pode facilmente
verificar inspecionando a descri¢ao do problema). <

Notas

A demonstracao do teorema forte da dualidade (Teorema|5.13) dada neste
texto é semelhante aquela apresentada por Alexander Schrijver [Sch98|.

Exercicios

Ex. 43 — Mostre o dual dos problemas a seguir.

(1) maxx; 4+ x2 + 3x3 (1) min3x; + 2x;
s.a.:x;1—2x; =5 s.a.:x]+x2 > 1
X1 +x3>10 X1 —x2 <2
3x) +4x3 <9

(1i1) max2xq + 2x2 — 3x3
s.a.:2x1 +3x; <3
5%) +5x3 <5
9%+ 2x3 <4

(iv) min2x; + 5%
s.a.:2x1+7x2 > 5
2X2 — X3 = 1

Ex. 44 — Resolva os problemas do exercicioft3Jusando o método Simplex-
dual.

Ex. 45 — Mostre que o problema

max CTX

sa:Ax=Db
x>0

T

tem solucao se e somente se ¢c' é combinacao linear das linhas de A.

Ex. 46 — Implemente o algoritmo Simplex dual. Inicialmente represente
o tableau inteiro; depois, tente usar as idéias do Simplex revisado, mas
com o algoritmo dual.

Ex. 47 — Antes do Lema[5.12) mencionamos que uma condi¢ao necessa-
ria para que um programa linear tenha solugao 6tima é que o gradiente
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do objetivo possa ser expresso como combinacao linear nao negativa das
restricoes. Demonstre rigorosamente isto.

Ex.48 — Prove o Lemal5.12
Ex. 49 — Prove o Teoremal5.3

Ex. 50 — Se a solucao 6tima do dual é degenerada, o que se pode dizer
sobre a solucao 6tima do primal?

Ex. 51 — Suponha que eu tenha resolvido o dual de um problema, e en-
contrei uma solugao degenerada, com k variaveis basicas assumindo valor
zero. O que posso dizer sobre o conjunto de solu¢des 6timas do primal?

Ex. 52 — Desenvolva os detalhes da secao[5.4.2] - conforme mencionado
ali, trata-se de raciocinio semelhante ao usado para escolha da coluna a
sair no algoritmo Simplex primal.

Ex. 53 — Prove a Proposicao[5.20]



Capitulo 6

Analise de Sensibilidade

Suponha que tenhamos encontrado a solugao x*, 6tima para o programa
linear

maxc'x sa:Ax <b.

Verificaremos o quanto podemos mudar no problema sem mudar sua so-
lucao 6tima, que ja encontramos. A isso damos o nome de analise de sen-

sibilidade.

6.1 Mudancas no objetivo

Mudar coeficientes no vetor que define a fungao objetivo tera um Gnico
efeito importante: o gradiente mudara de direcao. Se o angulo for su-
ficientemente grande, a solucao 6tima pode mudar. Na proxima figura,
as duas setas representam dois possiveis gradientes da funcao objetivo, e
duas solugdes 6timas diferentes - uma para cada um dos objetivos dife-
rentes.

131
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Teorema 6.1. Suponha que um valor A tenha sido somado ao coeficiente
cx. Se xy estiver na base, a solucao otima sera a mesma, x*, do problema
original se, para toda variavel x; fora da base,

(¢ —z)
Akj
(c; —z)
akj

A > seay >0

A< seay; <0

Se xx nao estiver na base, a solucao continuara sendo 6tima se
A < —(cx — zi).

Demonstracao. Como a descrigao da regiao viavel é dada somente por A
e b, a solucdo x* continua viavel. Resta determinarmos se continua 6tima
Oou nao.

A condigao de otimalidade para uma solucao é

¢j—z; <0, Vj.

Analisaremos dois casos: o primeiro, em que x; era basica na solucao
6tima, e o segundo caso, em que xy nao era basica.
Primeiro caso (xj basica): o novo valor z{ sera igual ao anterior (porque
somente os c; para j fora da base compde z;), mas c;, passa a ser ci + A.
Primeiro observamos que

7 —ci—cF
Cj —zj = ¢j — CgAN

=¢ — Z Cia—ij-

i<m
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Assim, queremos

/
C]’ - Zj S O
/
Cj — Z C; Clij < 0
i<m
Cj — CrQyj — Z ciay | <0 (tirando k do somatério)
i<m,izk
/ .
Cj — Cpyj — Z ciaj | <0 (parai#k, ci =cf)
i<m,iztk
Cj — (Ck + A)Clkj — Z c-lai]- < 0
i<m,iztk
C]' — ckakj — Aakj — Z C'lai]' S 0
i<m,itk
¢; — Ay — Z ciaij | <0 (devolvendo cyay ao somatério)
i<m

Gj —Aakj —Zj < 0
(Cj —Zj) — A(lkj < 0
Aay; > (¢ — z;)

Multiplicamos a inequagao por ayj, e o resultado depende do sinal de ay;:
(c5 —z)
Axj
(¢j —z)
Akj

A > se ayj > 0

A< seak]-<0

Assim, se A respeitar essa restricao, x* continua sendo 6tima.

Segundo caso (xj fora da base): o coeficiente ¢, modificado nao altera
o vetor z, portanto somente o coeficiente reduzido de custo da proépria
variavel xi é modificado. Assim, queremos

¢ —z <0
(cx +A)—2z, <0
AS—(Ck—Zk). |
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Exemplo 6.2. Considere o problema a seguir:

max 3x + 4y

sa: 2x+y <=7
x+2y <=38
XxX—Yy <=6
x,y > 0.

O tableau final é
2/3 —-1/3 0 2
-1/3  2/3 0 3
—1 1 1 71’
0 -2/3 -5/3 0 —-18

oS O O =
o = O

com x, Y e a variavel s3 na base. Suponha que queiramos mudar o coefici-
ente de x, de modo que a fungao objetivo passe a ser

zo = (3+A)x+4y.
Aplicando o Teorema, obtemos os seguintes limites para A.

- Paraj = 3: como a;3 =2/3 > 0, temos

-2/3
A>—— =-1,
- 2/3
- Paraj =4: como a4 = —1/3 < 0, temos
-5/3
< — = .
A< /3 +5

Assim, com A € [—1,+5] garantimos a otimalidade da solucao que ja ti-
nhamos. De fato, para qualquer fungao objetivo entre 2x + 4y e 8x + 4y,
ou seja, da forma

2, 8]x + 4y,

a solugcao x = 2 ey = 3 continua 6tima, mas fora desse intervalo nao. <«

Exemplo 6.3. Agora trabalharemos no problema a seguir:

max — 2x + 3y

sa:2x+y <=4
xX—y<=5
—x+y>=1
x,y > 0.
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O tableau final é

N W W
— O O

1
1
1

o = O
S o =
S~ 0o W

-8 0 -3 0 0 —12

representando a solucao x = 0,y = 4. A base tem (s3, s2,Y).
Queremos mudar o coeficiente de x:

max(—2 + A)x + 3y
Como x njo estd na base,

A<—(=8)
A<8

Para este problema, qualquer funcao objetivo da forma

(—o0,6]x + 3y
nos levara a mesma solucao 6tima, x = 0,y = 4. Quando o coeficiente de
x € maior que 6, a solugao muda. <
6.2 Mudancas no vetor b

Uma mudanga no vetor b € um deslocamento paralelo de uma das restri-
¢Oes, como mostra a proxima figura.
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A figura mostra que nas duas solucdes a base é a mesma (tanto x como
y estao presentes), mas o valor de x e de y muda. Se a distancia para a
nova restricao for muito grande, pode ser que a base mude, como ilustra
a figura a seguir.

A mudanga em b nao afeta o critério de otimalidade (c; — z; < 0) para
nossa base - se ela continuar representando uma solucao viavel, a base
continuara sendo 6tima, mas os valores das variaveis podem mudar.

Teorema 6.4. Suponha que tenhamos resolvido um problema e obtido
uma solucao otima x*, com base Ag. Se um valor A é somado ao coefi-

ciente by, resultando emb’. A base Ag continuara sendo 6tima, mas so
serda viavel se

X*
A > max —7_(1 : Az > O}
a { (AB])ik ( ’ >ik
X*
A<min{—-——3__ : ALl) < 0}
a { (AB])ik ( ’ >ik

Demonstracao. Observamos que nao temos somente uma solucao x*. Te-
mos uma base Ag, e calculamos nossa solucao

x* = A?b.
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Seja

X**:Aglb/
=A5'b+ A5 (0,0,...,4,...,0,..)]
= x* + A5 (0,0,...,A,0,...)7,

k-ésima colunade A,
multiplicada por A

ou seja, a k-ésima coluna de A;' é multiplicada por A e somada a x*.
Xit=x{+ (A;) A.
ik
Entao queremos que, para todo i,

xi >0

xi+(A7") A>o,
ik
o que nos leva diretamente ao enunciado do Teorema. [

Exemplo 6.5. Agora trabalharemos no problema a seguir:

max — 2x + 3y
sa:2x+y <4
x—y <5
—x+y <1
x,y > 0.
O tableau final é _
T o 1/3 0 =1/3; 1
00 0 1 1 6
0 1 1/3 0 2/3: 2]’
\0 0 -1/3 0 8/3}—4/

A solucao é x = 1,y = 2. A submatriz com a inversa da base é

1/3 0 —1/3
Agl=( 0 1 1
1/3 0 2/3
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Note que os valores de x e y estao nas posi¢oes 1 e 3 do vetor ao lado
direito, e podemos obter a solugdo calculando

1/3 0 —1/3\ /4 1
Ag'lb=[0 1 1 50]=16
173 0 2/3) \1 2

Consideramos mudar b3 para bz + A.
Queremos que para todo i,

ou seja,
A> X
(AB )13
X*
A > max< — d Az > O}
= 1 B
d { (A )qk ( >qk
6 2
= MaXx {—],—23} =-3
X*
A <min{ ——— Ag] <0}
q { (AB])qk )qk

Assim, o valor de bz deve ficar entre 1 —3 e 1+ 3, ou seja, bz € [—2,4], para
que a base atual continue 6tima. No entanto, o valor da solugao podera
mudar.

Por exemplo, se tomarmos b3 = 2, a mesma base é 6tima, mas os va-
lores das variaveis mudam:

1/3 0 —1/3\ /4 2/3
Ag'lb=[0 1 1 50=1( 7
173 0 2/3) \2 8/3

O 6timo acontece comx =1/3 ey = 8§/3. |
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6.3 Nova variavel

Se uma nova variavel x,,;; é adicionada ao problema, sem mudancas nos
coeficientes ja existentes em A, b e ¢, teremos uma nova coluna anp+1 em
A e um novo elemento ¢, 11 em c.

Podemos tomar o tableau que usamos para obter x* e adicionar a nova
coluna com an+1 € cn4+1. Teremos também que calcular ¢ 41 — zn41. Isso
ja nos dara a informacgao que queremos: a solu¢ao x* continuara sendo
6tima somente se ¢, +1 —zn 41 < 0. Caso nao seja, podemos imediatamente
incluir an41 na base e usar o algoritmo Simplex para obter uma nova solu-
cao 6tima.

No entanto, ha um problema: quando incluimos a nova variavel, te-
mos seus coeficientes na descricao inicial do problema, e nao no tableau
final. Temos que calcular a coluna an41 primeiro, e s6 depois determinar
o coeficiente reduzido de custo da nova variavel.

Exemplo 6.6. Exemplificamos com o seguinte problema:

maxxj + 2x;
sa.cx]+x <10
—3x1+5x, <15
x2 <5
x>0

Os tableaux inicial e final para este problema sao mostrados a seguir.

1110 010 10 10 —1{ 5
3501015 foo0o 31 -8 5 61)
010015 01 00 1i{ 5 '
77270707070 \0 0 510 S17E5)

A inversa da base esta nas colunas 3,4, 5; no tableau final, temos portanto

10 -1
Ag'=13 1 -8
00 1
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Agora incluimos uma nova variavel, x3, no problema:

max x1 + 2x2+3x3
sa.x)+x2+x3 <10
—3x1+5% +2x3 <15
X2 +x%x3 <5
x>0

A coluna de x3 no tableau inicial seria

-

Queremos incluir a coluna de x3 no tableau final (o da direita em[6.], com

a solucao otima para o problema original, que ainda nao tinha x3). Calcu-
lamos

1 0 —1 1

ab=Ag'la3=(3 1 8| [2]=1|-3

00 1 1 1

Incluimos a nova coluna no tableau:

10 10 -1 0 5 5 s
1 z=cbAn=(102) (3 -8 -3
8 IGR ) | e
1
i =(112).
00 =170 =1 +1i=15/ | s a1
=(=1 =141

Como o coeficiente reduzido de custo de x3 é 1, devemos inclui-la na base.

_ :' 0 1 -1
(1) (3) ;(1) ;gi 2(5) Z—CEAN—(103)(335)
- | 10 1
o 1 00 11: 5
| =312
\0 =17=170 =270 —20) (312)

ch—z=(200—(312)
=(=1—-1-2).
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Temos agora uma solugdo 6tima,

X1=5,
XzZO,
X3:5,
comvalorx; +2x; +3x3=1x5+3 x5=20. <

A inclusao de uma variavel nova pode tornar o problema ilimitado ou
inviavel.

6.4 Nova restricao

Notas

Sinha [Sin06] e Vanderbei [Van07| discutem também Programacao Para-
meétrica, que trata de problemas de programacao linear onde as mudan-
¢as nao sao discretas como as de que tratamos aqui, mas continuas: por
exemplo, o vetor ¢ pode variar continuamente com uma fungao

c=cp+ Td,

onde cg e d sao vetores.

Exercicios

Ex. 54 — Faca a andlise de sensibilidade dos problemas apresentados no
primeiro Capitulo: escolha elementos de ¢, b e modifique, verificando
para que intervalos as solugdes continuam 6timas; inclua novas variaveis
nos problemas, verificando se a solugao 6tima muda ou nao.

Ex. 55 — Suponha que tenhamos resolvido um problema de maximiza-
cao, e encontrado a solugao 6tima x*, com valor v. Em que situagao é
possivel multiplicar uma linha 1 inteira da matriz A por —1 mantendo a
otimalidade da solucao?

Ex. 56 — Suponha que um programa linear tenha uma tnica solugao 6tima
x*. Quanto podemos mudar um coeficiente da fungao objetivo de forma
que x* continue sendo a tinica solucao 6tima?

Ex. 57 — O que acontece com a solucao 6tima se removermos uma varia-
vel ou uma restricao de um problema de programacao linear? Quando ela
continua viavel? E quando continua 6tima?
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Ex. 58 — Suponha que eu tenha resolvido um problema de programacao
linear e chegado a um tableau 6timo com uma solu¢ao em R™. Agora de-
cidi remover uma das variaveis, simplesmente eliminando-a do problema,
mantendo o resto das restri¢des - logo, agora estarei procurando por uma
solucdo em R™'. Como posso levar a solucdo anterior em R™!, garan-
tindo que sera uma solugao viavel basica? Ha como garantir que a nova
solucao sera 6tima? Explique geometricamente.



Capitulo 7

Outros Métodos

O algoritmo Simplex e suas variantes trabalham iterando solugoes basi-
cas (pontos extremos do poliedro definido pelas solucdes viaveis do pro-
blema). E possivel, embora muito raro na pratica, que a quantidade de
bases visitada pelo Simplex seja exponencial (lembramos que ha (') de-
las).

7.1 O método do elipsoide

©) russoﬂ Khachiyan mostrou em 1979 como usar um algoritmo para resol-
ver problemas de programacao linear em tempo polinomial.

O algoritmo apresentado por Khachiyan na verdade resolve o problema
das desigualdades estritas, que consiste em determinar, dados uma matriz
A e um vetor b, se existe x tal que Ax < b. Nesta apresentacao usaremos
desigualdades nao estritas, Ax < b.

Comecamos apresentando o algoritmo do elipsoide para sistemas de
desigualdades estritas, e em seguida mostramos como resolver proble-
mas de programacao linear apenas encontrando solu¢es para sistemas
de desigualdades.

7.1.1 O algoritmo

Um elipsoide é uma generalizacao de elipse para muitas dimensoes. Em
R3, um elipséide é definido pela forma quadratica

2 2
Yy z
7_,_?_]{)

XZ
PrRS:

'Na época, também Soviético.

143
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ou seja,
% 0 0 X
xyz)|0 & 0 y
0o 0 %/ \z

Assim, podemos representar um elisp6ide por uma matriz quadrada si-
métrica, e a definicao extende-se naturalmente para R™.

Definicao 7.1 (Elipsoide). Um elipsoide é o conjunto de pontos definido
por
{x: (x—x')M 1 x—x) < 1}

onde x e x’ sao vetores com n elementos e M é uma matriz quadrada defi-
nida positiva e simétrica de ordemn. O vetor x’ é o centrodo elipsoide. ¢

1 i 23

O algoritmo inicia com um elipsoide centrado na origem e tendo inter-
secao com parte da regiao viavel (se ela existir). Em cada iteracao o algo-
ritmo verifica se o centro do elipsoide € viavel. Se for, obviamente a solu-
cao foi encontrada; senao, troca o elipsoide por outro, menor, que contém
a intersecao do anterior com a regiao viavel. Pode-se demonstrar que se
nenhuma solugéao for encontrada ap6s um certo nimero de iteracoes, nao
ha solugoes viaveis para o sistema.

A cada iteracao, uma desigualdade violada é usada para determinar o
novo elipsoide (calcula-se novo centro xy4; e nova matriz My 1), resul-
tando em um novo elipsoéide.

A cada iteracao, se a solucao atual (o centro do elips6ide) nao é viavel,
ha uma desigualdade violada ajx < b;. O algoritmo usa o hiperplano ajx =
b;.
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A préxima Figura ilustra o comportamento do algoritmo. A solucao
corrente era x, e a restricao violada é representada por « (x esta abaixo de
o, mas a restricao determina que a regiao viavel é acima dela). Se mover-
mos « paralelamente a si mesma até tornar-se tangente no elipsoide, na
direcao da viabilidade (ou seja, para cima e a direita no exemplo dado), ob-
temos um ponto y. A nova solucao x’ estara entre x e y. O novo elipsoide,
menor, sera tangente a y e contera toda a area viavel que estava contida
antes no primeiro elipsoide. Neste exemplo, x’ é viavel e o algoritmo pode
parar.

O primeiro elipsoide deve ser grande o suficiente para conter pelo menos
uma solugao para o sistema, se alguma existir. Para determinar o tamanho
deste elipsoide usamos o nimero de bits que o problema ocupa quando
representado em um computador. Cada niumero pode ser representado
por | 1+log, In|] bits mais um bit para o sinal. Para representar a matriz A,
o vetor b e os nimeros n e m usamos L bits, onde

L=() > 1+ [1+loglagl] | + | D 1+ |1+log, bl

i<mj<n i<m

+ ([1+log,n|)+ (|1 +1log, m])

>3 Y [log,layl]+ > [log,[bil]

i<mjn i<m

+ [log,n| + [log, m] +2m(n+1) +2

(Representamos n e m como inteiros sem sinal.)
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Teorema 7.2. Uma hiperesfera centrada na origem e com raio 2" inclui
pelo menos uma solugao para Ax < b, se alguma existir.

Podemos portanto usar
M, = 21

inicialmente.

Lema 7.3. Se o volume do elipsoide na k-ésima iteragcao é Vi, entao

Vi < Vkef1/(2n+2) < 1.
Temos portanto Vi < Voe */(2"+2) e com isso podemos demostrar que

o algoritmo roda em tempo polinomial.

Teorema 7.4. O algoritmo do elipsoide tem complexidade de tempo poli-
nomial.

Demonstracao. Como o volume da esfera inicial é 7C(n) (25", onde C(n) —
0 quando n — oo, o algoritmo pode parar emm

k= {(2n+2)log (ﬂc(:)znl_)-‘

i (n+1)L
(2n+2)log <7TZE>—‘

L
=|(2n+2) <log7r +log(2™") + log zsﬂ

IN

iteragdes. Cada iteracao realiza O(n?) operagbes, portanto a complexi-
dade do algoritmo é O(n* 4 n?log %).
E possivel mostrar que o numero de iteracoes que calculamos é menor

que 6n(n + 1)L, e este é o critério de parada que usamos no algoritmo.
|

Se a inequacao violada por x era a' e o elipsoide era definido por M
com centro em x, entao um novo elipsoide com centro em

1 Mal

NV (M 2 (Ma) (Mai)T>

€ com

" n+1  (ai)TMal
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contera a intersecao do elipsoide anterior com o semiespaco definido pela
inequacgao a'. O pseudocodigo do algoritmo do elipsoide é dado a seguir.

x—0
M« 2T
repita on(n+ 1)L vezes:
se Ax<b PARE -- retorne x
senao
determine inequagio violada por x ((al)’x >b;)
(1) _Ma
x & x— (57) JaTMa
. AT
n? 2 (Ma')(Ma')
M — n?—1 (M_n-H (al)TMai
PARE -- ndo héa solugédo

7.1.2 Resolvendo problemas de programacao linear

Descrevemos o método do elipsoide como uma maneira de encontrar um
ponto que satisfaca um sistema de inequa¢des Ax < b. Nesta secao mos-
tramos que com isto podemos resolver quaisquer problemas de progra-
macao linear.

Considere o seguinte programa linear:

maxXx CTX

sa:. Ax<b
x>0

Para resolvé-lo usando o método do elipsoide, usaremos seu dual:
min b'y
s.a.: ATy >c
yz0

Sabemos que as solugdes 6timas para estes problemas sao tais que

Ax<b (restri¢coes do primal)

—ATy < —c (restricoes do dual)
—c'x+ bTy <0 (dualidade: ¢"'x = b'x)
—x<0 (ndo-negatividade)

—y <0 (nao-negatividade)
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Usamos o método do elipsoide para obter uma solucao para este sistema,
e teremos assim uma solugao x 6tima para o problema de programacao
linear.

Exemplo 7.5. Considere o problema a seguir:

max 3xq + 2x)

sa.:. x]—3x; <4
Ixqy+x <12
x> 0.

O dual deste problema é

min 4y + 12y;

sa. yi+4y, >3
=3y1+y=>2
y > 0.

O problema, para ser resolvido pelo método do elipséide, é posto na se-
guinte forma:

X1 —3x <4

Ixy 4+xp <12
-y —4y, <3
3yr—yp < -2

—3x1 —2x2+4y; + 12y, <0

-y <0 |

O algoritmo do elipsoide precisa de 6n(n + 1)L iteracdes no pior caso.
Infelizmente, o pior caso é o que quase sempre acontece na pratica. O mé-
todo Simplex, cujo pior caso roda em tempo exponencial, € quase sempre
mais rapido que o elipsoide.
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7.2 Pontos interiores

O método Simplex percorre diferentes pontos extremos do poliedro até
encontrar a solugao 6tima para um programa linear.

Ha métodos para resolucao de problemas de programacao linear que
trabalham somente com pontos interiores do poliedro.

7.2.1 Affine scaling
Suponha que o problema esteja na forma

maxc'xsa: Ax=b

O algoritmo comega com um ponto viavel, muda a escala de forma que
o ponto passe a ser um vetor unitario e o move na direcao do gradiente
do objetivo, garantindo que o valor da nova solugao sera melhor e que o
novo ponto também sera viavel. Em cada iteracao, temos um ponto viavel
X. Mostraremos como obter o préximo ponto x’. Primeiro mudamos a
escala do problema para que o ponto passe a ser o vetor unitario: se x =
(X7,X2,...,Xn), entao definimos

X1 0 ... 0
0 X2 ... 0
D=1 . , :
0 0 ... xn

O ponto modificado é y = D~ 'x, de forma que

Dizemos que o algoritmo trabalhara tanto no espaco-x como no espago-y.
Temos portanto o problema A(Dy) = b, ou (AD)y = b. Fazemos S =
AD, e o novo programa linear é

max c'y
sa: Sy=Db
y=0
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E neste novo problema temos y = e, que evidentemente é um ponto via-
vel.

Moveremos y na direcao do gradiente do objetivo. No entanto, ndo
queremos sair da regiao viavel. Uma maneira de permanecer na regiao
viavel € modificar a funcao objetivo, projetando-a no kernel de S.

Teorema 7.6. Sev’ é solugao viavel para um problema cujas restricées sao
Av = b, ew pertence ao espaco nulo de A, entaov' +w também € viavel.

Demonstracao. Trivialmente, temos

Av' =b
Aw =0 (w estd no espaco nulo de A)

Ao somarmos w a solucao viavel v/, obtemos outra solugao viavel:
AV +w)=Av + Aw=b+0 =b. [ |

O operador de projecao no espaco nulo de S eE]
-1
P=T-ST(ssT) s
—1
—7—(AD)T [AD(AD)T] AD

—1
—7 - DAT [ADZAT} AD (D = DT (¢ diagonal)

A projecao do gradiente ¢’ no espaco nulo de AD é
cp=P(c'D)’
=PDc
— Dc—DAT [ADZAT] ~AD (Do)
= Dc—DAT [AD?AT]| T AD%.

Se ¢y, (que € o gradiente do objetivo, projetado) for igual a zero, nao ha
direcao viavel que melhore a solugao, que portanto é 6tima.

Se ¢p # 0, moveremos y em sua direcao. Nos falta entao determinar
quanto mové-Ilo no espago-x.

“Uma demonstracdo de que este de fato é o projetor no espaco nulo pode ser encon-
trada no livro de Harry Dym [DymO7].
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Suponha que queiramos, no espago-y, somar dcp ao ponto, com § > 0
(ndo adicionaremos o vetor Cp inteiro). A nova solucao sera

y =y +5¢c
D 'x' =D 'x+ e
x' =x+ 6Dc,.
Assim,
d =Dc,

é o gradiente projetado, mas no espago-x.

Ja garantimos que a nova solugao respeitara as restricoes do problema,
porque projetamos o gradiente no espago nulo de S. No entanto, ainda
falta garantir que a solucao seja nao-negativa: precisamos que x’ > 0 (ou
seja, todos os componentes de x’ devem ser positivos). Como x’ = Dy’,

x'>0
x+dd>0
od > —x.

Para os componentes positivos de d; esta condicao € trivialmente satis-
feita. Quando d; < 0, precisamos de

0 < ——.
= d'l

Podemos entdo tomar

Cmind Y .4
6—%12{ dj.d]<0}.

Note que estamos minimizando em um conjunto de nimeros positivos
(—Xj/dj, com dj <0, Xj > 0)

Teorema 7.7. Se todos os d; forem positivos, o problema é ilimitado.

Demonstracao. Se todos os d; forem maiores que zero, entdao qualquer
d sera viavel. Poderiamos inclusive escolher 6 maior que um. Como po-
demos andar a vontade na direcao do gradiente sem que o ponto fique
inviavel, isto (d > 0) significa que o problema é ilimitado. [ |

Para termos x’ ponto interior (e ndo na fronteira do poliedro), pode-
mos escolher um valor um pouco aquém do que o 0 calculado acima nos
daria (por exemplo, ad, com & = 0.95).
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Concluimos entao com
x' =x+add, a«c(0,1).

Observe que, estritamente falando, o algoritmo nunca chega a solucao
6tima, mas a uma aproximagao dela. Note no entanto que o gradiente do
objetivo sera cada vez menor, e o critério de parada pode ser portanto

llepll < €
para algum ¢ suficientemente pequeno.
Exemplo 7.8. Considere o problema a seguir

max X1 + X2 + X3

sa: X +2x)+x3=2
2x1 +4x) —x3 =1
x > 0.

Comecamos com a solugao viavel (mas nao basica)
x=(1/2,1/4,17".
O valor do objetivo para esta solucao é

1 1 7
T = — —_ —a
cx—2—|—4—|—1 2 1.75. (7.1

Assim, temos

Calculamos
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¢y = | T~ DATIAD?ATI'AD| De

[ 1/2 1 -1 1/2 0 0\ /1
3/2 0 /2 1/2 1

=|z—(1/2 1 [( )} < ) 0 1/4 of [1
I ( 1 1) 0 3 L. o o 1/ \U
[ 1/2 1 1/2 0 0\ /1

2/3 0\ [1/2 1/2 1

=|z—(1/2 1 ( )( ) 0 1/4 of (1

I ( 1 1) 0 1/3 1 Tl 0 0 1 1

1/4 —1/8 0\ (1
= =174 178 o] [1
0 0o o/ \u
1/8
= -1/8
0

Calculamos também

1/2 0 O 1/8
d:Dcp: 0 1/4 0 —1/8
0 0 1 0
Determinamos
_mind 5 g _ 14
6—2%12{ ) .d]<0}— 132
O novo ponto sera
x' =x+ add
1/2 1/16
o 1/4 + o(8) —1/32

1/2 1/2
1/4) +a (1/4)

12+ oc/Z)

1/4 — a/4

Se fizermos « = 0.95, teremos

0.5+0.95
0.25 — 02375

0.975
0.0125

153

1/16
= [-1/32
0

= 8.

)
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A nova solucao é viavel: além de ser positiva,
E seu valor é

c'x' =0.97540.0125 + 1 = 1.9875,

maior que o que tinhamos antes (1.75, conforme a equacao .
Continuamos até que a norma de ¢, seja suficientemente pequena (por
exemplo, menor que 0.001). <

Descrevemos a seguir o algoritmo em pseudocédigo. Esta é a versao
para maximizagao.

repita:
D « diag(x)
cp  (Z—DAT[AD?AT]7TAD) Dc
se [cpllo <€

PARE -- solucgdo suficientemente boa
d«—D.c,
se d; >0 para todo i
PARE -- problema ilimitado
5 esmin { —3:dj<0 }
X —x+06d

7.2.2 Métodos de barreira
Notas

Descri¢oes do algoritmo do elipsoide podem ser encontradas nos livros de
Griva, Nash e Sofer [GNSO9| e de Papadimitriou e Steiglitz [PS98], que dis-
cutem inclusive a representacao computacional (o algoritmo calcula raizes
quadradas, sendo necessario representar irracionais).

O algoritmo usando affine scaling apresentado neste texto € uma sim-
plificacao do algoritmo de Karmarkar, elaborado por Narendra Karmar-
kar [Kar84].

Exercicios

Ex. 59 — Mostre como obter uma solucgao viavel inicial para o algoritmo
affine scaling.
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Ex. 60 — O algoritmo affine scaling poderia ser usado em um problema
de otimizagao com fungao objetivo nao-linear, ja que s6 precisa do vetor
gradiente do obejtivo. Determine que fungdes nao-lineares poderiam ser
otimizadas por este algoritmo.

Ex. 61 — Implemente o algoritmo affine scaling.
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Capitulo 8

Programacao Inteira

Como mencionamos na se¢ao[2.3} € comum precisarmos resolver um pro-
blema de otimizacao linear onde s6 nos interessam as solucdes inteiras.

Um problema de programacgao inteira € como um problema de pro-
gramagcao linear, exceto que restringimos parte das variaveis a valores in-
teiros:

max ¢'x
sa.:Ax=Db
x>0

Xj € Z, sejeK
onde o conjunto K contém os indices das variaveis inteiras.

Exemplo 8.1. Considere o problema a seguir.

maxxj + x2
s.a.:3x; +2x; < 8
X1+ 2% <6
X]—x2 <2
x>0
x € 7?

Note que tanto x; como x; devem ser inteiros. As restri¢des sao mostradas
na figura a seguir. Os pontos viaveis, no entanto, sao somente os pontos
inteiros dentro da regiao.

157
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Veja que dentre os extremos do poliedro, somente alguns sao inteiros:
(0,0),(2,0),(0,3),(1,2.5), (2.4,0.4).

Em particular, se desconsiderarmos a exigencia de integralidade, o 6timo
seria (1,2.5), que nao é inteiro. O melhor ponto inteiro de acordo com a
funcao objetivo dada é (1, 2). <

Exemplo 8.2. Considere o problema a seguir.

max xi + x2
s.a.c3x; +2x; < 24
x1 <5
X1 —x2 <4
x>0
X1 €7
x; € R

Neste problema x; assume valores inteiros,e x; € real. Isto significa que a
regiao viavel é a uniao das linhas verticais na figura a seguir.
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X2

10 +

0 2 4 6 X1

Os pontos viaveis sao aqueles nos segmentos de reta

<

Neste texto trataremos de dois métodos para resolver programas in-
teiros. O primeiro é o método dos planos de corte, que consiste em de-
terminar novas desigualdades que reduzam o poliedro das solu¢oes via-
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veis, facilitando a obtencdo de uma solugéo inteira. O segundo é o método
branch-and-bound, que enumera de forma inteligente as solugoes.
8.1 Planos de corte

Suponha que queiramos resolver um programa linear inteiro de minimi-
zagao e que a regiao viavel seja como a que € mostrada na proxima figura.
A seta mostra a direcao para a qual o valor da funcao objetivo f decresce.

X2

6+ . .
5+
4 +
34
2+
14

Suponha que queiramos tentar resolver o problema relaxando a restri-
cao de integralidade e usando, por exemplo, o método Simplex. Obtemos
uma solucao nao inteira. A partir dela, temos duas op¢oes:

- Se tentarmos usar a solugao inteira mais préxima, chegaremos ao
ponto (5, 1) fora do politopo (e portanto inviavel).

- Se tentarmos percorrer o politopo procurando uma solugao inteira
viavel, teremos que andar uma grande distancia, ja que a solugao in-
teira viavel 6tima, (2,5), esta longe de (5,1).

Podemos tentar adicionar restricdes ao programa linear, de forma que a
regiao viavel fique menor, mas que nenhuma solugao inteira seja remo-
vida. Essas restri¢cdes sao chamadas de planos de corte, ou simplesmente
cortes.
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Suponha que tenhamos usado o método Simplex para resolver a ver-
sao relaxada do programa linear inteiro. O tableau tera a descricao das
variaveis basicas em funcao das nao basicas (que valem zero) e de b.

Xi + Z aijxj = bi i<m (8.1)
j>m
Como xj nao € negativo,
D laglx <) ayy,
ji>m ji>m

e portanto

Xi + Z Laijj x5 < b;

ji>m
Como procuramos um valor inteiro para x;, e esta solugao determina que
xi = by, podemos usar |b; | sem alterar a solugao inteira.

xit+ ) laglg<[bi) i<m (8.2)
ji>m
Subtraindo[8.2|de[8.1} obtemos
Y (ay— Lay))x; > by — [by]

j>m

Observe que a variavel x; basica desaparece. Esta desigualdade é o corte
de Gomory para a i-ésima linha, e a adicionamos diretamente ao tableau
Simplex, apos multiplica-la por —1 e adicionar uma variavel de folga s, que
passa a ser basica, com valor —| by |:

—Z (a-lj — Laijj)xj +s=—b;+ I_biJ

ji>m
Desta discussao fica claro o Teorema a seguir.
Teorema 8.3. O corte de Gomory nao exclui solugao inteira.

O proximo Teorema também é parte da esséncia do método dos planos
de corte.

Teorema 8.4. Apos a adicao de um corte de Gomory, o tableau torna-se
inviavel para o primal e viavel para o dual.
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Demonstragao. Se b; nao era inteiro, entao |b;| > 0, e o tableau agora tem
alinha s = — | by], e portanto é inviavel para o primal.

Aviabilidade para o dual segue trivialmente do fato de nao termos mo-
dificado a Gltima linha do tableau, onde estao os coeficientes relativos de
custo ¢j — zj (que sao a solugao para o dual). |

Podemos entao prosseguir com o método Simplex dual, obtendo uma
nova solucao. Se a nova solucao for inteira, encontramos o 6timo. Se for
fracionaria, recomecamos e adicionamos um novo corte. Se nao houver
solucao viavel, é porque nao ha solucao inteira para o problema original.

E possivel garantir que o método dos planos de corte sempre termine
em tempo finito, usando determinada disciplina nas escolhas feitas du-
rante a execucao do método Simplex. Nao faremos a demonstragao neste
texto.

Exemplo 8.5. Mostraremos neste exemplo a adicao de um plano de corte
ao programa linear a seguir, que exige solugao inteira.

min —x; + 5%
sa: xy <6
0.5x1 +2x2 > 64
1.1 +x2 < 6.7
x>0
xeZ?

Quando resolvemos o problema sem as restri¢oes de integralidade, obte-
mos a solucao (4.117,2.110). No entanto, como podemos ver na figura a
seguir, esta solucao esta longe da tGnica solucao inteira para o problema.



8.1 PLANOS DE CORTE 163

X2

o 1 2 3 4 5 X

Escolhemos uma variavel para adicionar o corte de Gomory. O tableau
Simplex é

X1 X2 Wi %) w3 by
0 0 1 0.323529  0.294118 : 3.82941
0 1 0 —0.323529 —0.294118 | 2.17059
1T 0 0 0.294118 1.17647 | 4.11765
0O O 0 1.91176 2.64706 | 6.73529

A linha de x; no tableau é
x1 —0.294118w, — 1.176472w3 = 4.11765
Construimos o corte de Gomory:

(0.294118 — [0.294118] )w; + (1.17647 — |1.17647 | )w3 > 4.11765 — |4.11765
0.294118w; + 0.17647w3 > 0.11765 (*)
0.294118w; + 0.17647w3 — s = 0.11765
—0.294118w; — 0.17647w3 + s = —0.11765

A nova variavel de folga é

s = —0.11765 + 0.294118w; + 0.17647w3
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Podemos visualizar a nova restricao (marcada com (*)) se pudermos escrevé-
la usando apenas x; e x,. Usando o problema original, substituimos

24%) :—6.4+0.5X1 +2X2
w3 =+6.7—1.1x;1 —x2

Assim obtemos a restricao
—0.411766x; + 0.047058x1 + 0.7000062 > —0.11765.

€ mostrada no grafico da regiao viavel a seguir.

X2

o 1 2 3 4 5 X

Observe que, como ja demonstramos, o corte de Gomory nao exclui solu-
cao inteira da regiao viavel. Por outro lado, ele exclui a solucao 6tima nao
inteira.

Agora adicionamos a restricao ao tableau. Com isso, adicionamos a
variavel s, basica, com valor —0.11765, tornando a solugao inviavel para o
primal:

X1 X2 Wi W) w3 s | b;
0 0 1 0.323529  0.294118 0 3.82941
0 1 0 —0.323529 —-0.294118 0 2.17059
T 0 0 0.294118 1.17647 0 4.11765
0 0 0 —0.294118 —0.17647 1 —0.11765
0 0 0 1.91176 2.64706 0 6.73529
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Para continuar, observamos que o tableau ainda é viavel para o dual,
mas que nao é 6timo para ele, porque se fosse seria 6timo para o primal,
e portanto viavel aos dois.

Ap0s obter nova solucao (usando o dual), verificamos se é inteira. Se
nao for, obtemos um novo corte de Gomory e repetimos o processo. <«

8.2 Branch-and-bound

Suponha que tenhamos resolvido a versao relaxada de um programa in-
teiro, e que a solucao obtida, & tem um elemento nao inteiro X;. Resol-
vemos entao dois problemas, um presumindo que x; > |Xi] + 1 e outro
presumindo que x; < |Ri].

maxc'xs.a:Ax<b
x>0
Xj € Z, se j € K
xi < [Ri]

maxc'xs.a:Ax<b

x>0
Xj € Z, se j € K
xi > [Xi] +1

Exemplo 8.6. As duas figuras a seguir ilustram como a regiao viavel é divi-
dida em duas. Na primeira figura, a solucao fracionaria (4.3, 2.4) é obtida.
A variavel x; é escolhida para criar uma ramificagao, e na segunda figura
temos as regides viaveis para os dois programas lineares - um com x3 < 2
e outra com x, > 3.
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X2 X2
5<> 5<>
4 ¢ 4 ¢
34. 34.
2<. 2<.
1+ 1+
0 1 2 3 4 5 X 90 1 2 3 4 5 X

Cada vez que dividimos o problema, criamos dois outros, derivados do
primeiro. Isto é naturalmente representado como uma arvore binaria,
onde cada n6é é um problema de programacao linear. A ramificacao do
exemplo que demos é representada como arvore a seguir.

<

Um limite superior para o valor do objetivo do problema original é ob-
tido facilmente da solucao de qualquer um dos problemas relaxados.

Um limite inferior para o valor do objetivo do problema original é ob-
tido quando um dos problemas relaxados tem solugdo inteira (pode-se
ainda usar diversas técnicas para obter uma solugao inteira viavel a partir
de uma solucao fracionaria).

Suponha que para um né a da arvore tenhamos determinado que a
melhor solucao possivel é «, e que para outro né b tenhamos verificado
que a pior solugao tera valor no minimo 3 > «. Podemos evidentemente
abandonar o né «, ja que qualquer solugao que pudesse ser obtida ali sera
pior (ou no maximo tao boa quanto) as solugdes obtidas a partir de 3.

Ha escolhas que podem interferir na eficiéncia do algoritmo:

- Tendo uma arvore com varios nos, a partir de qual deles faremos a
proxima ramificagao;
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- Uma vez que tenhamos escolhido um né da arvore, deveremos es-
colher uma das variaveis com valor nao inteiro para criar a proxima
ramificacao.

8.3 Variantes: branch-and-cut, branch-and-price

O nome branch-and-cuté dado a combinacao das técnicas descritas ante-
riormente (planos de corte e branch-and-bound. Ap6s resolver uma ver-
sao relaxada do problema, pode-se adicionar um corte ou uma ramifica-
cao.

Um corte gera uma nova linha no tableau Simplex. Pode-se também
gerar novas colunas - este é o método chamado de pricing, que quando
combinado com branch-and-bound é chamado de branch-and-price.

8.4 Unimodularidade e poliedros integrais

Ha também uma classe de problemas para os quais a regiao viavel sem-
pre é um poliedro cujos pontos extremos tem coordenadas inteiras. Um
exemplo sao os problemas de transporte, abordados no Capitulo|l0} Nesta
Secao tratamos brevemente desses problemas.

Defini¢ao 8.7. Um poliedro em R™ € integral se seus pontos extremos per-
tencem a Z". ¢

Definicdo 8.8. Uma matriz é totalmente unimodular se todos os seus sub-
determinantes sao iguaisa +1, —1 ou 0. ¢

Claramente, todos os elementos de uma matriz totalmente unimodu-
lar devem ser 41, —1 ou 0, caso contrario a submatriz 1 x 1 com cada ele-
mento nao seria unimodular. No entanto, nem toda matriz com elementos
+1, —1 e 0 é totalmente unimodular: por exemplo, a matriz a seguir tem
determinante igual a 2.

1 0 1
110
011
Teorema 8.9. Se A é totalmente unimodular, entao também o sao:
- A transposta de A.
. As matrizes obtidas removendo linhas ou colunas inteiras de A.

- As matrizes obtidas multiplicando linhas ou colunas inteiras por —1.
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- As matrizes obtidas por reordenacao de linhas ou colunas.

- As matrizes obtidas por operacao de pivoteamento (passo do Sim-

plex).
- (A T).

Lema 8.10. Se A eb tem apenas valores inteiros entao Ax = b tem solugao
integral quando det(A) = +1.

Demonstracao. Usamos a regra de Cramer: seja A} a matriz A onde a j-

ésima coluna foi trocada pelo vetor b. entao x; = %{Xﬁ.

Quando det(A) é £1, x; tem o mesmo valor absoluto que det(Al). Como
os elementos de A e de b sdo inteiros, det(Al) é inteiro, e também o serdo
todos os x;. [ |

Teorema 8.11. Se A ¢é totalmente unimodular eb € Z", entao os pontos
extremos do poliedro{x : Ax < b} sao inteiros.

Demonstracdo. Os vértices de Ax < b sao definidos por A’, uma sub-
matriz quadrada de A. Como A é totalmente unimodular, A’ também é.
A’x = b’ tem solucao inteira quando det(A’) = £1, e portanto x € inte-
gral. [ |

Teorema 8.12. Uma matriz A € totalmente unimodular se:
i) todos seus elementos sao 0,+1 ou —1;
iI) cada coluna tem no maximo dois elementos nao-zero;

iii) aslinhas podem ser particionadas em dois conjuntos, A e B, de forma
que para cada coluna com dois elementos nao-zero, a soma dos ele-
mentos em A € igual a soma dos elementos em B.

Exemplo 8.13. A matriz

10 -1 0 1
A=[-T 1 010
01 -1 00

é totalmente unimodular, porque satisfaz as condi¢des do Teorema [8.1]]
(particione as linhas em (1, 2); (3)). Logo, a solucao 6tima paramax Ax = b
deve também ser inteira se b for inteiro. <
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Exemplo 8.14. A matriz

1 010
A=[-1T =1 0 1
O 110

nao é unimodular: o determinante da submatriz quadrada 3 x 3 formada
pelas tres primeiras colunas é

1 0 1
det|{—-1 —1 0] =-2.
o 11

Assim, embora a matriz satisfaca os critérios (i) e (ii) do Teorema
nao é unimodular, e nao satisfaz o critério (iii): nao ha como particionar
as linhas da forma como determina o Teorema. <

O Teorema é condigao suficiente, mas nao necessaria para unimo-
dularidade.

Exemplo 8.15. A matriz
101
1T 0 1
111

E unimodular, e nao satisfaz os critérios (ii) e (iii) do Teorema. |

Notas

O livro de Papadimitriou e Steiglitz [PS98] da uma boa introducao a Progra-
magao Linear Inteira, incluindo os métodos de planos de corte e branch-
and-bound. Ha também o livro de Laurence Wolsey [Wol98], o de Wolsey
e Nemhauser [WN99] e o de Korte [KV12]. Para uma visao mais completa
da area veja o livro de Schriver [Sch03]. O livro de Goldbarg e Luna [GLOO]
cita numerosas técnicas usadas no desenvolvimento dos detalhes do al-
goritmo de branch-and-bound.

O método dos planos de corte foi desenvolvido por R. Gomory [Gom58].

O método de branch-and-bound, no contexto de Otimizacao Combi-
natoria, foi proposto por Land e Doig [LD60| é semelhante a técnica de
busca usando cortes & — 3, usada em Inteligéncia Artificial [NR10J.

O método de branch-and-pricefoi descrito por Barnhart, Johnson, Nemhau-
ser, Savelsbergh e Vance [Bar+98].
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O livro de Alexander Schriver [Sch03] elabora o topico da unimodula-
ridade de matrizes e sua conexao com programacao inteira.

Politopos relacionados a diferentes classes de problemas sao estuda-
dos no volume editado por David Avis, David Bremner e Antoine Deza [ABDO9].

Exercicios

Ex. 62 — Calcule e plote os outros dois cortes de Gomory, que nao foram
feitos no exemplo([8.5]

Ex. 63 — Implemente o algoritmo dos planos de corte.
Ex. 64 — Areciproca do Teorema|8.11|vale?

Ex. 65 — Prove o Teoremal(8.9l

Ex. 66 — Suponha que um poliedro P definido por um programa linear
seja integral (ou seja, b é inteiro e A é totalmente unimodular). Prove que
apos a execucao do método Simplex os coeficientes reduzidos de custo
do programa linear sao inteiros.

Ex. 67 — Prove o Teorema[812

Ex. 68 — Suponha que A nao é totalmente unimodular, mas tem coefi-
cientes inteiros, e que b seja integral. Quando a solucao para Ax = b é
integral? Responda para matrizes quadradas de ordem 2 e 3.

Ex. 69 — Prove que a matriz de incidéncia de um grafo bipartido é total-
mente unimodular.

Ex. 70 — Unimodularidade total é fechada para multiplicacao de matri-
zes? Para poténcia de matriz?

Ex. 71 — Desenvolva um algoritmo para gerar matrizes aleatéreas total-
mente unimodulares, respeitando o critério do teorema(8.12]

Ex. 72 — Desenvolva um algoritmo para gerar matrizes aleatoreas total-
mente unimodulares, no respeitando o critério do teorema[8.12] Nao é
necessario garantir que seu algoritmo gere as matrizes com distribuicao
uniforme.
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Capitulo 10

Problemas de Transporte

Temos m fontes e n destinos; a produgao da i-ésima fonte é f; ea demanda
do j-ésimo destino € d;. O custo para levar cada unidade de f; até d; € ty;.
A oferta total (somando a oferta de cada fonte) é igual a demanda total.
O problema consiste em conseguir enviar toda a producao, satisfazendo
toda a demanda, mas minimizando o custo total. A figura a seguir mostra
um problema de transporte. Ha quatro fontes, com oferta igual a 3,4, 8, 2,
e trés destinos com demandas 9,4, 4.

(3) f4 di (9)
e
(8) f3 d3 (4)

Problemas de transporte podem ser modelados como programas line-
ares. Em um problema de transporte a oferta total é igual a demanda total,
portanto temos

2 fi=) 4
i j

175
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O problema entao é
min Z Z ti]'Xi]'
i
S.a.: inj =f; (Vl < m)
j
inj =d; (Vj<n)
i

x>0 (10.1)

Exemplo 10.1. Suponha que tenhamos as fontes e destinos a seguir, com
as respectivas ofertas e demandas:

f1=4 d =12

f,=10 d; =38
f3 =6
O custos de transporte sao
4 7
2 5
5 4

Modelamos este problema como

min 4x17 + 7x12 + 9%21 + 5x22 + 5x31 + 4x32
s.a.: X1 +x12=4

X21 +x22 = 10

X31+X%X3 =6

X11 + %21 +x31 =12

X12+ %22 +%x32 =38

x >0,

ou como minc'x, Ax = b, com

X11
X12
X21
X22
X31
X32

Q1 U1 0 I &~

>
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e
110000 4
001100 10
A=]10 0 0 0 1 1|, b=]6 |
101010 12
0101 01 8

Ao escrevermos o problema na forma matricial, observamos que a ma-
triz das restricoes tem a seguinte estrutura:

X1 + X112 + ... + Xin =1
X217 + %22 ... + X2n =1,
= Im
X11 + X2 =d,
X12 + Xx22
. =d,
X1, + Xoan - =d,
(10.2)
Ou seja,
1T
lT
A=
lT
T I I I

A matriz do exemplo por exemplo, é

1.1(00/0 0
00T T 00
A=]0 00 0771
1770717707170
0 1/0 1/0 1

Qualquer problema que possa ser descrito dessa forma é chamado de pro-
blema de transporte. Mostramos agora que todo problema de transporte
tem solucao 6tima, porque todos tem solucgao viavel e todos sao limitados.

Teorema 10.2. Todo problema de transporte tem uma solugao viavel.
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Demonstracao. SejaXademanda total (igual a oferta total). Entao xi; = f‘;(ij
é viavel, ja que
R
— — X
j j
fi
=% Z d;
j
fi
=X
X
= fi,
e semelhantemente para ) ; xj; = d;. |
Exemplo 10.3. No exemplo temos X = 20, e uma solugao viavel é
X11 = a1d1/20 = 12/5
X12 = 1 dz/ZO = 8/5
X21 = a2d1/20 =6
X2 = ade/ZO =4
X31 = 0.3(11/20 = ]8/5
x32 = azd,/20 = 12/5. <4

Teorema 10.4. Todo problema de transporte é limitado.

Demonstragao. Como cada x;j € limitado por a; e dj, o problema é tam-
bém limitado. ]

10.1 Solucao basica inicial

A solugao viavel que determinamos anteriormente, xj; = fi;(i", nao é ba-
sica. Nesta secao tratamos de como obter uma solugao viavel inicial que
também seja basica.

Podemos representar o sistema como uma tabela com m linhas e n
colunas, onde cada linha da tabela corresponde a uma linha } ;x; = fi e
cada coluna da tabela corresponde a uma linha }_; xj;d;.

X11 X12 e | XIn f]
X21 | X22 X | T2
(10.3)
Xml | Xm2 Xmn | Tm
d; dy oo dn
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A regra do canto noroeste permite obter uma solugao viavel basica inicial.
O algoritmo comega com a célula no canto superior esquerdo. Aloca-
mos tanto quanto puder (isso significa que estamos determinando quanto
da fonte f vai para o destino d;), sem violar a viabilidade da solugao. Se
ha oferta sobrando, passamos para uma célula para a direita (porque ja
saturamos a capacidade de d;). Senao, vamos para a de baixo (porque a
capacidade de f; foi completamente usada). Se nao sobrou oferta ou de-
manda, vamos para uma célula para baixo e uma para a direita. Repetimos
enquanto for possivel mover-se para as células de baixo ou da esquerda.

Exemplo 10.5. Considere um problema de transporte com f e d mostrados
a seguir.

f=(22 4 17)

d=(9 27 7)
Comegamos montando uma tabela 3 x 3 representando as variaveis x;;.
Alocamos o maximo que podemos em x11: como f; = 22 e d; = 9, alo-

camos 9 e movemos para a direita. Ainda faltam 13 unidades de f; para
alocar. Como d; = 27, terminamos alocando todas as 13 em fy;.

fi
91 13 22
4
17
d [9[27]7

Continuamos agora descendo para a linha debaixo, mas ainda na coluna
2. f, = 4 e ainda sobram 14 da demanda de d;, portanto alocamos todos
0s 4 e movemos novamente para a linha debaixo (ainda podemos alocar
10 em d;. Das 17 unidades de f3, 10 podem ser enviadas para d;. As outras
7 vao para ds. A tabela final € mostrada a seguir.

fi
91 13 22
4 4
10 | 7 | 17
4 [9]27]7
Temos agora uma solucao viavel basica: as somas das linhas resultam nos
fi, e as somas das colunas resultam nos d;. As variaveis basicas sao x11 = 9,
x12 = 13, %21 =4, %32 = 10, e x33 = 7. Todos os outros x;; ficam fora da base
e valem zero. <

Ha métodos diferentes para obter soluc¢oes viaveis basicas.
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10.2 Solucao inteira

O ultimo Teorema desta secao é importante porque identifica os proble-
mas de transporte como uma classe de problemas para as quais podemos
obter soluc¢des inteiras de forma eficiente (isto é relevante porque de ma-
neira geral, obter soluc¢des inteiras para problemas de otimizacao linear é
dificil - veja o Capitulo(8).

Teorema 10.6. Todo problema de transporte com ofertas e demandas in-
teiras tem solucao inteira.

Demonstracdo. A matriz de coeficientes do programa linear é totalmente
unimodular: aplica-se o teorema (particione a matriz em linhas de
restricao de demanda e linhas de restricao de oferta). [ |

Pode-se também demonstrar este Teorema sem usar a unimodulari-
dade da matriz; veja o Apéndice[A]

10.3 Algoritmo para solucao do problema de trans-
porte

O método Simplex pode ser adaptado para explorar a estrutura dos pro-
blemas de transporte.

O diagrama a seguir representa de forma geral a matriz de coeficientes
das restri¢oes do primal de um problema de transporte e a de seu dual. Os
retangulos em cinza (vetores com uns) estao alinhados com as submatrizes
identidade.

T 1 7
1T
1 7
i —
7 i A
1| 7
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O dual do problema de transporte descrito em (10.1) €, portanto,

max Z fiug + Z d;v;
i<m i<n

s.a. i+ v < by
uecR™
veRY

Note que o vetor objetivo no dual foi particionado, para refletir mais clara-
mente a estrutura do problema. As variaveis do dual sao os u; (associados
as linhas superiores da matriz de restricdes do primal) e os v; (associados as
linhas inferiores). As variaveis do dual sao, como ja vimos anteriormente,
os coeficientes reduzidos de custo do primal.

Exemplo 10.7. No exemplo apresentamos o problema de transporte
com
fi=4 d;=12

f =10 d, =8
f3==6
e custos
4 7
9 5
5 4

Modelamos este problema como minc'x, Ax = b, com

X11 4

X12 7

X21 9

X_Xzz’c_S’

X31 5

X32 4

e

110 0 00 4
O 01T 100 10
A=]00001 1], b=]6
101 010 12
01 01 01 8
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Seu dual é maxb'w, ATw < c. Note que

co oo a4
co 2 a0 o
—_——mococoo
©C -0 a0 =
— O -0 = o

Ou seja, o dual é

max4u; + 10uy + 6uz + 12v; 4 8v;
sa:u;+vy <4

w +v, <7

w+vi <9

u +vy <5

uz+vy <5

uz+vy; <4

Ui, vi € R.

O Teorema das folgas complementares nos garante que uma solucao
X para o primal e a solucao (u, v) correspondente para o dual sao 6timas
se e somente se

y (Ax—b)=0= ty —ug — v
/

;> 0
X(ATY—C):():} xij(t-lj—ui—vj): 0

O coeficiente reduzido de custo da variavel primal x; € Ty = ti; — u; —vj.
As restricoes do dual sao as condi¢coes de otimalidade, e elas nos dizem
exatamente que os coeficientes reduzidos de custo do primal devem ser
positivos (o primal é um problema de minimizac¢ao). Assim, para que a
solucao seja 6tima, se x;j estad na base, com xj; > 0, entao seu coeficiente
reduzido de custo é necessariamente zero (tij — 1; — v; = 0). Se tivermos
uma solucao viavel basica com xj; > 0, ela sera 6tima se

ty —u;—v; =0 1i,j nabase.

Como temos m + n variaveis xj;, esta Gltima expressao representa um sis-
tema com m + n — 1 equagoes e m + n variaveis.

Sera Util representar em um tableau tanto o problema primal como o
dual. O diagrama abaixo mostra o tableau que usaremos: acima e a es-
querda, manteremos os valores dos u; e vj, que modificaremos em cada
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iteracao do algoritmo; abaixo e a direita, manteremos os valores de f; e d;,
para referéncia. No meio, teremos L, uma matriz onde a alocagao dos x;;
sera feita.

Em cada célula (i,j) da matriz representaremos:
- Sexy € basica: Xij, i (para estas i = 0, portanto nao os incluimos);
- Se xyj € ndo basica: yj, tij (para estas xj; = 0),

onde

Tij =ty — Uu — V.

Representaremos as variaveis basicas com fundo cinza na matriz. A figura
a seguir ilustra as duas células.

Xij
ti]' ti]' Tij

Exemplo 10.8. Considere o problema de transporte definido por

5 4 6 A
T=(3 5], f=[8], d:<15>.
4 3 5

Montamos o tableau. A esquerda, temos apenas a representacao esque-
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maticame; a direita, temos ja os tjj, xyj, fi, dj preenchidos:
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V1 ) Vi V2
4 2

Wy, - ti2 o N 4

ot t2 ok Y23y 5
5

Bty 32 o W4y |03
d; dy 4 15

Temos quatro variaveis basicas, e cinco nao-basicas.

tin—u—vy =0
to—ur—v, =0
ty—uy—vy =0
t3p—u3—vy =0

Se determinarmos u; = 0, teremos uma solugao para o sistema:

u1:0 u2:—9 ung]

vi=5 VZ:4

Chegamos ao tableau parcial a seguir. Temos agora os valores de u; e vj.

5 4

O 4 > N 2 |6

71 3 T | 5 S s

- 4 T3 3 ’ >
4 15

Agora calculamos os coeficientes reduzidos de custo:

=t —u—w
31 =131 —uz3 —v;
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Com isto temos o tableau completo:

5 4

045 426

7137 588

T4 0 355
4 15

Por acaso observamos que como todos os coeficientes reduzidos de custo
sao nao-negativos,

T2 =7
31 =0

o tableau é 6timo. <

Depois de obter uma solucao viavel basica para um problema de trans-
porte, executamos o seguinte método:

1. Calculamos w;, vj, para cada variavel x;; basica.

2. Calculamos os coeficientes reduzidos de custo para as variaveis nao
basicas Sabemos que r1i; = t;; — w, —Vvj, e ja calculamos uy, vj para
todos i,j no passo anterior.

3. Se houver algum 1j; < 0, a solucao pode ser melhorada (lembramos
que o problema é de minimizacao). Senao, a solucao é 6tima;

4. Ap6s melhorar a solugao, recomegamos.

Suponha que o coeficiente reduzido de custo negativo seja o da variavel
Xpq. Aumentamos x,q em uma quantidade ©. Com isso a solugao torna-se
inviavel, ja que as somas de linhas e colunas devem ser iguais aos f; e d;.
Alguma variavel na mesma linha ou na mesma coluna que x,4 deve ser
reduzida em ©. Retiramos portanto © de uma variavel na mesma linha
que Xpq. Agora havera uma outra coluna onde falta ®. Modificamos esta
coluna, e assim sucessivamente até que tenhamos chegado novamente a
linha p, formando um ciclo.
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encontre uma solugdo viavel béasica x
repita:
determine ui,v; p/todos 1i,j na base
(fixe uy; =0, resolva tj—u—v;=0)
calcule r1y =1ty —u;—vj; para i,j fora da base
se ha i,j tais que 1 <0
seja (p,q) a posigdo com menor Ty
aumente Xpq em O
enquanto solugdo ndo é viavel
corrija removendo ou adicionando
© a outra variadvel béasica
senao PARE -- solugdo 6tima

Exemplo 10.9.
15 18 10 5 10
T=1(10 12 16|, f=|15], d=[12
13 15 17 20 18

Comecamos montando o tableau e aplicando a regra do canto noroeste,
depois calculando ui, uj e 1.

15 17 19
O 15 ’ 18 1 10 —9 |°
= 10 ’ 12 ° 160 |
2l 30| 15 : 17 SRED
10 12 18

O coeficiente —9 € o Gnico T1jj negativo, portanto € o que escolhemos. So-
maremos © a xj3; com isso teremos que remover O de xj;; consequen-
temente, somaremos © a x,1; removemos de Xxz2; somamos a x3p; e final-
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mente, removemos de x33.

187

15 17 19

o) 15 > 18 1 10 +—(2 >

=1 10 e 12 000 16 0 15

-2 13 0 15 e 17 B
10 12 18

O maior valor que mantém a viabilidade é claramente © = 5:

10 12 14
0 15 5 18 6 10 ’ >
0 10 ° 12 ’ 16 2 ]
3 13 0 15 ’ 17 - v
10 12 18

Como todos os coeficientes reduzidos de custo agora sao positivos, o ta-
bleau é 6timo, e a solucao é

X13=95 x32=7
X21 =10 X33:13 <
X22:5

10.4 Bases degeneradas

E possivel, durante a execucao do algoritmo para problemas de transporte,
encontrar bases degeneradas. Se isto acontecer, podemos usar o método
da perturbacao: quando uma variavel com valor zero entra na base, mo-
dificamos seu valor para algum ¢ > 0, suficientemente pequeno. Quando
a variavel sair da base, mudamos novamente seu valor para zero.

Exemplo 10.10. <

10.5 O problema de atribuicao

Suponha que ha n pessoas disponiveis para realizar n trabalhos. Cada pes-
soa se adequa de maneira diferente a trabalhos diferentes, portanto ha um
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custo tjj para atribuir a j-ésima tarefa a i-ésima pessoa. Queremos desig-
nar cada pessoa para um trabalho, minimizando o custo total. Este é o
problema da atribuigcao (ou da designacao - ou ainda, problema de em-
parelhamento de custo minimo) que pode ser modelado como programa
linear da seguinte maneira.

min E tij Xy
i
n

S.a.. E Xij:] i<n
j

n
ZXU:] )Sn
XijZO

O problema da atribuigao é claramente um caso especial de problema de
transporte.

Teorema 10.11. Sejax uma solugao viavel basica para um problema de atri-
buicao. Entao as variaveis basicas em x tem valor zero ou um.

Demonstracdo. A solucao é inteira por se tratar de um problema de trans-
porte; e € composta de zeros e uns porque o lado direito das restri¢coes é
um e os X;j nao podem ser negativos. |

O algoritmo para problemas de transporte descrito anteriormente neste
Capitulo nao é amelhor opcao para problemas de atribuigao, porque neste
tipo de problema as solu¢des sao naturalmente degeneradas (cada x;; €
igual a zero ou um). Ha um algoritmo melhor, chamado de “método Han-
garo”.

Teorema 10.12. Se uma constante for somada a uma das linhas ou colu-
nas da matriz de custos de um problema de designacao, a solugcao 6tima
permanece a mesma.

Demonstracao. Demonstramos o fato paralinhas, sendo que para colunas
o desenvolvimento é semelhante.

Seja T a matriz de custos do problema original com valor 6timo z. So-
mamos « a uma linha de T, obtendo a matriz T’. Ao calcularmos o valor



10.5. O PROBLEMA DE ATRIBUICAO 189

6timo, a inica mudanca serd na linha 1, onde teremos

(tig + o)xip + (tig + a)xi2 + ... = taxig + oxig + tiaxiz + oxip + . ...
=tyuxyg +tuxp +...+ O(Z Xij
j

=z+ “inj
j

=Z+ .

O dltimo passo segue de 3 ;xjj = 1.
Como o valor objetivo é apenas aumentado por uma constante para
qualquer solucao, a solugao 6tima permanece a mesma. [

O Exercicio [85|pede a demonstracao da Proposicao[10.13

Proposicao 10.13. Suponha que em um problema de atribuicao alguns
custos tij sao zero. Uma solucao x tal que

Xij = 0 sety > 0
Xij € {0,1} setij =0
= otima.

O algoritmo Hungaro tenta modificar a matriz de custos, subtraindo
valores de linhas e colunas para tentar obter nela zeros, sem modificar a
solucao 6tima.

Durante a execuc¢ao do algoritmo marcaremos linhas e colunas com
zero, ‘riscando-as” da matriz. Dizemos que tais linhas ou colunas foram
“cobertas” por “tragos”. Por exemplo, na matriz a seguir cobrimos trés ze-

ros com dois tracos (um traco cobre a linha dois, e outro traco cobre a

coluna tres).
4 8

3 10

Uma das operac¢oes usadas no algoritmo usadas precisa de uma explica-
cao. Note que a seguinte operacao:

- subtrair Q de toda a matriz;
- adicionar Q as linhas cobertas;

- adicionar Q as colunas cobertas;
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é equivalente a esta outra:

- subtrair Q das linhas nao cobertas;

- somar Q as intersecoes de tracos.

Esta operacgao serd usada nesta segunda forma pelo algoritmo.
O método Hungaro é listado a seguir em pseudocédigo.

para toda linha i:
Ai ¢ minimo da linha i
ty — by — AL
para toda coluna j:
Kj ¢~ minimo da coluna j
ty — tyj — K
repita:
cubra os zeros com o menor nimero R de tracgos
se R=n PARE
seja Q a menor quantidade ndo coberta pelos tragos
subtraia Q das linhas n&o cobertas
some Q &s intersegdes de tragos

Exemplo 10.14. Suponha que queiramos resolver o problema de atribui-
¢ao com a seguinte matriz de custos:

21 26 22 28
14 18 20 17
18 17 21 25
21 20 23 24

Seguimos os passos do algoritmo Hungaro.

21 26 22 28\ -21 82;;
14018 20 17|14 f 00y
18 17 21 25|17 o 3 4
21 20 23 24) —20 0 o 1 3
050 4 :

Lo |oa s B e
1035 1035
1021 10 21
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Conseguimos cobrir os zeros com menos de quatro tragcos. O menor ele-
mento nao coberto é um; subtraimos este valor dos elementos nao coo-
bertos, e o adicionamos aos elementos de intersecao tracos:

0 6 0 4
0550
0 0 2 4
0010

Tentamos novamente cobrir a matriz com tragos.

Agora o nimero minimo de tracos para cobrir a matriz é n = 4, e che-
gamos a solucao 6tima. S6 precisamos determinar quatro zeros, sem que
dois estejam em mesma linha ou mesma coluna:

0] o 1 0

Os valores da atribuicao 6tima sao um onde temos quatro t;; independen-
tes iguais a zero, portanto,

th =0 = x4 =1,
t32=0 = x; =1,
tu=0 = xu=1,
tiz=0 = x;3=1.
A solugao é ilustrada a seguir.
f1 d;
fy dy
f3 d;
f4 dy

O custo desta solucao é 21+ 17+17+22=77. <
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Notas

O método Hungaro foi desenvolvido por Kuhn [Kuh55] a partir do trabalho
dos matematicos Hungaros Egervary e Konig.

O livro de Mokhtar Bazaraa e John Jarvis [B]77] trata de programacao
linear relacionada a problemas em redes.

Exercicios

Ex. 73 — Use aregra do canto noroeste para obter solu¢oes viaveis basicas
iniciais para os problemas de transporte a seguir.

a)f = (100 100 200),d = (50 300 50)
bf=(3 4 5 6 1),d=(6 2 2 7 2)
9f=(10 10 20 20 30),d=(15 15 40 4 16)

Ex.74 — Resolva o problema de transporte a seguir usando o algoritmo
elaborado neste Capitulo.

—(10 21 7 27) T=
(10 50 5)

(S2 BNOS I S}
a1 W A~
— N G

f
d

Ex. 75 — Aplique o algoritmo de transporte no seguinte problema. Ha trés
origens, com oferta igual a 20, 50 e 10; quatro destinos, com demandas 30,
5,15 e 35. Os custos sao dados abaixo.

[ f1 £ f3
|1 3 2
d|3 2 1
Gl2 1 3
de | 1T 3 2

Ex. 76 — Implemente o algoritmo descrito neste Capitulo para problemas
de transporte.

Ex. 77 — Prove que a regra do canto noroeste sempre resulta em uma so-
lucao viavel basica.
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Ex. 78 — Dissemos que é possivel contornar o problema de bases dege-
neradas usando o método da perturbacao (transformando zeros em ¢ > 0
em variaveis basicas). Se, ao invés disso, nada fizermos de especial em re-
lacao a solugdes degeneradas, haveria a possibilidade do algoritmo entrar
em um /oop infinito ou ele poderia apenas ficar mais lento?

Ex.79 — Mostre como transformar um problema de transporte com al-
guns custos negativos em outro com todos os custos positivos.

Ex. 80 — Se todos os valores que definem um problema de transporte fo-
rem inteiros, a solugao do dual também sera, em todas as etapas do algo-
ritmo?

Ex. 81 — Mostre como transformar um problema de transporte nao ba-
lanceado (com ) f; # ) d;) em um problema de transporte balanceado
equivalente.

Ex. 82 — Considere um problema de transporte com uma restrigao adi-
cional: cada fonte nao pode mandar toda sua producao para um Unico
destino (a produgao de cada fonte deve ser dividida em pelo menos dois
destinos). Formule este problema. Tente mostrar como usar o algoritmo
elaborado neste Capitulo para problemas de transporte pode ser usado
para esta variante do problema, adaptando o algoritmo ou formulando o
problema como um problema de transporte comum.

Ex. 83 — Explique brevemente o significado do dual de um problema de
transporte: o que sao as variaveis e que significam as restricoes? E os co-
eficientes de cada variavel no objetivo?

Ex. 84 — Resolva os problemas de atribuigao com as matrizes de custos:

10 20 30 40 40 75 55 &5 35 39 33 40
25 15 25 20 15 8 65 60 26 16 16 30
30 20 15 30)° 105 95 30 100 )’ 20 10 5 20
20 25 30 10 45 100 90 90 5 15 20 5

Ex. 85 — Demonstre a Proposi¢ao|10.13
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Capitulo 11

Teoria dos Jogos

O objeto de estudo da Teoria dos Jogos sao situacoes envolvendo conflito
de interesse entre diversas partes. Modelamos estas situagoes como “jo-
gos’, onde cada parte € um jogador que tem algumas estratégias a escolher.
Usamos a suposigao de que podemos quantificar o que uma estratégia traz
de desejavel ou indesejavel a cada jogador.

11.1 Jogos de soma zero

Uma categoria importante de jogo é a dos jogos de soma zero.

Um jogo é dito de soma zero se o pagamento de um jogador sempre
implica em perda da mesma quantidade pelos outros jogadores, de tal ma-
neira que ao somarmos o saldo de todos os jogadores ao final do jogo, ob-
teremos zero (presumindo, claro, que o saldo inicial de cada um também
era zero). Como exemplos de jogos de soma zero temos diversos jogos re-
creativos entre duas pessoas, como xadrez, damas, poquer e outros jogos
semelhantes.

Os jogos de soma zero nao tem, no entanto, sua relevancia limitada
a jogos recreativos - diversas situa¢oes diferentes podem ser modeladas
como jogos de soma zero.

Descrevemos um jogo de soma zero com dois participantes por uma
matriz de pagamentos: as linhas representam as possiveis estratégias do
jogador A e as colunas representam as possiveis estratégias do jogador B.
A posicao i,j da matriz descreve o quanto o jogador A recebe (e conse-
quentemente quanto B paga) quando A escolhe a estratégia i e B escolhe
a estratégia j.

Em uma versao simples de jogo com soma zero, os dois jogadores nao

195
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se comunicam, conhecem a matriz de pagamentos, e cada um escolhe sua
estratégia sem conhecimento da estratégia do oponente. Apds a escolha
das estratégias, os jogadores recebem ou pagam, de acordo com o resul-
tado.

Exemplo 11.1. O jogo a seguir nos da um primeiro exemplo. O jogador
A e o jogador B devem escolher entre duas cores - preto e branco - em
cada rodada. Quando as cores coincidem, o jogador A ganha. Quando
nao coincidem, o jogador B ganha. A matriz de pagamentos € mostrada
a seguir. Chamamos o jogador A de “jogador linha”, porque suas opgoes
estao a esquerda, uma por linha. O jogador B é o “jogador coluna’, porque
suas escolhas estao acima, uma por coluna.

‘ preto branco
preto +1 —1 |
branco —1 +1

Exemplo 11.2. Damos agora um exemplo mais elaborado. O jogador A tem
quatro opc¢oes de estratégia, e o jogador b tem trés.

by by b3z | min
a|—2 4 8| -2
az 1 3 4 1 «
az|—3 —6 5| —6
ag | —1 3 2| -1

O menor valor em cada linha é o menor valor que resulta daquela estraté-
gia - e portanto f(i) = min; cyj representa o valor minimo assegurado pela
estratégia i. A estratégia a; garante retorno de no minimo —2; a, garante
retorno minimo de 1; e assim por diante. Jogando de forma pessimista, o
jogador A claramente quer o maior dos retornos minimos - ou seja,

arg max min aj;.
LI

A estratégia a; € a que garante o maior retorno minimo para A. O me-
nor valor que o jogador-linha pode garantir para si, entao, € max; min; ay;,
chamado de valor maxinmin. Presumindo que A sempre usara a mesma

estratégia, sua melhor opcao é escolher sempre a estratégia a;.
Ojogador B realiza a mesma analise, e escolhe sua estratégia, min; max; aj;
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- garantindo um retorno minimo que chamaremos de valor minimax:

b] bz b3 min
a|—2 4 8| =2
aQ 1 3 4 1 «
a3|—-3 —6 5| —6
a |1 3 2| -1
max| 1 4 8
T
Presumimos também que B escolhera uma Unica estratégia, que neste
exemplo deve ser by, que minimiza sua perda. <

11.2 Estratégia mista

Quando o valor maximin é diferente do valor minimax, os dois jogadores
devem ter como aproximar seus niveis de seguranga - como ha um espago
entre os niveis de seguranca de cada jogador, podemos imaginar que de-
veria ser possivel aambos garantir retorno melhor. Isso nao é possivel, no
entanto, usando estratégia fixa.

Se o jogador A usar estratégias diferentes e maneira previsivel, o joga-
dor B podera usar esta informacao e obter vantagem sobre A. Idealmente,
entao, A deve escolher sua estratégia aleatoriamente, mas com uma distri-
buicao de probabilidades determinada - e a distribuigao 6tima é chamada
de estratégia mista otima.

11.2.1 Formulagao como programa linear

Seja x; a probabilidade de uso da estratégia i por A e y; a probabilidade de
uso da estratégia j por B. A esperanca de retorno de A é

D D xicyyi =y Cx
j

i

Presumimos que B queira minimizar este valor, escolhendo a estratégia 'y
tal que
miny' Cx
y
O jogador A, ja supondo que esta serd a estratégia de B, pretende escolher
a estratégia x que maximize este valor:

max miny' Cx
Xy
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Para formular este problema como um programa linear, observamos que
a estratégia de A sera tal que, para qualquer estratégia escolhida por B, A
tera retorno de no minimo v - e entdo temos, para cada coluna,

Z CijXi >v
j

E maximizamos x. Além disso precisamos da restricao adicional }_x; =1,
uma vez que x representa uma distribui¢ao de probabilidades.

Assim, se o jogo é descrito por uma matriz de pagamentos C, a estra-
tégia mista 6tima para o jogador linha é dada pela solu¢ao do programa
linear a seguir.

O dual deste programa linear é o problema equivalente para o jogador B
(veja o Exercicio[89).
Como exemplo, considere o jogo definido pela matriz de pagamentos
a seguir.
1 2 3 4
1| —500 —600 500 0
2| 600 500 —700 —400

As estratégia otima para o jogador linha pode ser obtida a partir do pro-
grama linear a seguir.

max v

s.a.: —500x; +600x; > v
—600x7 +500x, > v
500x7 —700x; > v

—400x; > v
X1 +x=1
x>0

velR
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Note que a variavel v é livre (queremos permitir valores negativos para v).
A solucao 6tima para este programa linear é

x=(0.6 04)"
com valor 6timo v = —160. Isto significa que a estratégia 6tima para o
jogador linha é usar a estratégia 1 com probabilidade 0.6 e a estratégia 2

com probabilidade 0.4.

O dual do programa linear define a estratégia 6tima para o adversa-
rio (jogador coluna), portanto podemos simplesmente usar os coeficientes
reduzidos de custo para obter sua estratégia 6tima. Neste exemplo, temos

y=(0 02666 0 0.7333)

e evidentemente, o valor 6timo para o jogador coluna é +160.

Teorema 11.3 (Minimax). Em um jogo de soma zero com dois participan-
tes, sempre existem um valor v e estratégias mistas x, y que garantem o
retorno esperado dev para um dos jogadores e —v para o outro.

Demonstragdo. O programa linear que representa o problema de A é via-
vel, porque x = (1,0,...,0) é solucao; além disso, é limitado (a restricao
> x = 1 nos garante isso). Assim, de acordo com o Corolario tanto
este programa linear como seu dual tem solucao 6tima.

O programa linear correspondente ao problema de otimizagao para o
jogador A é o dual daquele correspondente ao problema do jogador B. O
valor 6timo para os dois programas lineares € o mesmo, e com isso a prova
esta concluida. |

Notas

John von Neumann e Oskar Morgenstern publicaram em 1944 o livro “The-
ory of Games and Economic Behavior” [NMO7], onde desenvolvem siste-
maticamente a Teoria dos Jogos, inclusive o Teorema minimax e a Teoria
da Utilidade.

Ha diversos outras categorias de jogos além dos que descrevemos neste
Capitulo, com duas pessoas e soma zero. Apenas como exemplo, jogos po-
dem ser classificados de acordo com os seguintes critérios, dentre outros.

- o resultado das acoes pode ser perfeitamente determinado; proba-
bilistico; ou indeterminado (ha um conjunto de possiveis resultados
para cada estratégia, mas nao se conhece probabilidades sobre eles).
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- pode-se ter um s6 jogador (em um jogo contra a natureza) ou diver-
sos jogadores

- ha jogos com informacao imperfeita, onde a informacao a respeito
dos movimentos anteriores nao é completo

- quanto aos pagamentos, além de soma zero ha jogos com soma cons-
tante e jogos com soma variavel.

Uma exposi¢ao mais ampla da Teoria dos Jogos pode ser encontrada
no livro de Martin Osborne e Ariel Rubinstein [OR94] ou, em uma segunda
leitura, no livro de Drew Fudenberg e Jean Tirole [FT91].

Exercicios

Ex. 86 — seria possivel caracterizar o jogo de par-ou-impar como jogo de
soma zero? Se nao for possivel, o que deveria ser modificado?

Ex. 87 — Sabemos que no jogo-da-velha, apds os dois jogadores escolhe-
rem suas primeiras jogadas (o primeiro X e o primeiro O), o resultado do
jogo ja estara determinado, se nenhum deles cometer nenhum erro dali
para a frente. Mostre a matriz de pagamentos para este jogo, levando em
consideracao apenas a primeira escolha de cada um dos jogadores, e pre-
sumindo que esta jogada inicial é feita simultaneamente pelos dois joga-
dores (sem que um saiba a jogada do outro).

Ex. 88 — No jogo de palitinho (ou "porrinhaﬂ'), dois jogadores tem a sua
disposicao trés palitos para cada um. Cada jogador poe as maos atras do
corpo e esconde zero, um, dois ou trés palitos em uma das maos, e de-
pois que cada jogador escondeu seus palitos, ambos dao seus palpites a
respeito da quantidade total de palitos que existe em suas maos (que sera
um namero entre zero e seis). Ambos abrem as maos e o jogador que tiver
acertado o palpite ganha. Normalmente um jogador da o primeiro palpite
e o outro da seu palpite em seguida. Supondo que ambos dessem seus
palpites sem conhecer o palpite do outro, como seria a matriz de paga-
mentos do jogo?

Ex. 89 — Verifique que o dual do programa linear que define a estratégia
de um jogador em um jogo de soma zero € o programa linear que define
a estratégia de seu oponente.

'"Muito provavelmente derivado do jogo romano “morra’, onde os jogadores usam os
dedos das maos ao invés de palitos.



Capitulo 12

Controle Discreto

Este Capitulo trata de problemas de controle em tempo discreto - um pro-
blema que pode ser naturalmente modelado como programa linear. Uma
vez que o problema também pode ser resolvido usando a técnica de pro-
gramacao dinamica, esta também é explorada. Em algumas areas da Ma-
tematica Aplicada, controle discreto e programacao dinamica sao tratados
como um soé toépico.

12.1 Programacao Dinamica

Programacao Dindmica é o nome de uma técnica geral de resolucao de
problemas. Iniciamos com um subproblema pequeno, achamos a solugao
6tima para esta subproblema e depois a usamos para construir solugoes
para subproblemas maiores.

Considere a seguinte situagcao: temos diversos itens, x1, x2, ..., Xxn — cada
um com um peso Wi, ..., wq e umvalor vy, ..., vq. Temos uma mochila com
capacidade C e queremos incluir na mochila itens que maximizem o valor,
sem exceder a capacidade da mochila.

O problema da mochila pode ser formulado como um programa linear:

max VTX

s.a:wagC
x>0

Esta formulacao sé6 faz sentido, no entanto, se os diversos itens puderem
ser fracionados. Se exigirmos que as quantidades sejam inteiras teremos
um problema de programacao inteira.

201
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Denotamos por my o valor que podemos incluir em uma mochila de
capacidade k usando somente os i primeiros itens (e claramente, m;y = 0
para qualquer 1).

Se sabemos o valor maximo que conseguimos acomodar na mochila
usando apenas os i — 1 primeiros itens, podemos calcular o valor maximo
usando também o i-ésimo item. Se o novo item “cabe” em alguma das
solugdes “Otimas para capacidade k" anteriores, temos uma nova solucao.
A seguinte equacao recursiva expressa este método.

My = Max{mi—1k, Mi—1 k—w; + Vi}

Comegamos com m;o = Mo = 0, para todo i e k. Os valores para os m ;
podem ser obtidos por programacgao dinamica, e o valor 6timo € m, c. O
algoritmo para determinar m,, ¢ € mostrado a seguir.

mochila (v,w,C):
mio 0
mo’k<—0
para i de 1 a n:
para k de 1 a C:
se wi<k: // item i cabe
My & max{mi 1y, M 1k—w;, + Vi
sSenao:
Mg & Mi—1k
retorne m, c

O algoritmo tem complexidade de tempo O(nC). O tamanho de C é
codificado em bits, portanto a complexidade é O(2¥), onde k é o nimero
de bits usado para representar C.

Exemplo 12.1. Suponha que os pesos, valores e a capacidade sejam w, v e
C dados a seguir.

31 4 2
4 3 8 2
8

w
\%
C

A tabela com os m; x mostra o valor 6timo de 15.
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12.1.1 Aplicabilidade do Algoritmo

A técnica de programacao dinamica € interessante quando o problema a
ser resolvido apresenta as duas caracteristicas a seguir.

- Subestrutura 6tima: uma solugao 6tima para o problema pode ser
construida a partir de solugdes 6timas para subproblemas. No exem-
plo do problema da mochila, os subproblemas consistiam em ma-
ximizar o valor dos itens que poderiamos acomodar em mochilas
menores.

- Subproblemas nao completamente isolados: uma solugao para um
subproblema pode ser usada mais de uma vez, porque ha diferentes
subproblemas maiores que a usam. No exemplo da mochila, apos
calcularmos o valor maximo para uma mochila de tamanho 3, usa-
mos este dado na construcao das solu¢oes para mochilas de tama-
nho 4, 5, etc.

12.2 Processo Markoviano de Decisao

Ha problemas de otimizacao que podem ser formulados como programas
lineares, mas que também podem ser resolvidos por programacao dina-
mica. No restante deste Capitulo analisamos os processos Markovianos de
decisao.

O seguinte problema é frequentemente usado para ilustrar o conceito
de processo Markoviano de decisao: um empresario produz um tnico tipo
de produto. O empresario deve, todo més, verificar seu estoque e decidir
quantas unidades adicionais deve encomendar para a fabrica, sabendo,
além da quantidade que tem em estoque, a probabilidade de que cada
unidade seja vendida, e o custo de armazenamento por unidade. O em-
presario quer maximizar o lucro nos préoximos meses.

O estoque no comego do més t € sy, que chamamos de estado do sis-
tema. A quantidade de unidades encomendada é a;. A quantidade de
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pedidos é aleatéria (com distribuicao conhecida), e a denotamos por d;.
Entao
St+1 = max {0, sy + ar — di}

O empresario podera pedir mais ou menos unidades, dependendo do es-
toque. O problema descrito envolve um sistema com estado interno. O es-
tado do sistema muda de forma probabilistica a cada intervalo de tempo,
dependendo de acoes escolhidas - e o que se quer é areducao do custo ao
longo do tempo (a minimiza¢ao de uma funcao). Esta é uma instancia de
um problema mais geral, chamado de processo Markoviano de decisao.

a (acao executada)

s (novo estado) politica

Definicao 12.2 (Processo Markoviano de Decisao). Um processo Marko-
viano de decisao consiste de um sistema com estado interno, um agente
controlador, uma fungao de transicao para o proximo estado e uma fun-
¢ao que da a recompensa para cada estado. Define-se o processo Mar-
koviano de decisao, entao, por (S, A, T,R), onde S é o conjunto de possi-
veis estados do sistema; A é o conjunto de possiveis agdes (ou “controles”);
T:SxA xS —[0,1] éafuncao de transicao: T(s, a,s’) da a probabilidade
do sistema passar ao estado s’ dado que estava no estado s e a acao a foi
executada; R : S — R é a funcao recompensa: R(s) é a recompensa por
estar no estado s.

Também se deve associar ao problema um horizonte h, que consiste no
numero de decisdes a serem tomadas e um critério de otimalidade, que
determina o que se quer otimizar ao longo das épocas de decisao. ¢

Este processo de decisdes em sequéncia € chamado de Markoviano
porque a decisao tomada em um dado momento depende apenas do es-
tado do sistema naquele momento, e nao das decisoes ou estados anteri-
ores - esta € a propriedade de Markov.

Ao definirmos um critério de otimalidade, definimos um valor para
cada estado s em cada época de decisao k, que denotamos vi(s), de forma
que em cada decisao a melhor acao é aquela que maximiza o critério de
otimalidade. Por exemplo, podemos decidir maximizar a recompensa mé-
dia nas épocas de decisao (1/z ), Vi(s)) - ouarecompensa total, ), Vi(s),
e neste Gltimo caso os valores de cada estado serao 6timos quando

Vi(s) = max {R(S) + ) Tls,a,8") Viu (S’)}

acA
s’eS
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Note que esta equagao pode ser usada diretamente na elaboracao de um
algoritmo recursivo para a solucao do problema: parte-se dev,(s) e calcula-
se os valores da época anterior, até chegar a primeira época.

12.3 Horizonte infinito e convergéncia

Podemos estender estas no¢oes para horizonte infinito. Claramente, nao
é possivel usar o critério de otimalidade da recompensa total, porque o
somatorio ndo necessariamente convergiria. Podemos, no entanto, mul-
tiplicar a decisdo na época k por y*, com 0 < y < 1, garantindo assim
que o problema continuara tendo solucao. A interpretagao deste fator é a
seguinte: valorizamos mais as recompensas obtidas num horizonte mais
proximo e menos aquelas obtidas em um horizonte distante. Este crité-
rio de otimalidade é o da recompensa total esperada, e nos leva a seguinte
versao da equacao de Bellman.

v(s) = max {R(s) +v Z T(s, a,s’)v(s’)} .

acA
s’eS

Sua formulagao como programa linear é

min ZV(S)
s.a.: V(s) > R(s,a) + T(s,a,s")V(s')

O programa linear tem |S| variaveis e ISI?|A| restricoes.

Da mesma forma que com horizonte finito, podemos extrair da equa-
¢ao de otimalidade um algoritmo recursivo. Partimos de um ponto qual-
quer e calculamos os valores da época anterior até que os valores entre
duas iteragoes estejam suficientemente préximos.

12.3.1 Convergéncia

Para demonstrar que o algoritmo de programacao dindmica converge para
MDPs de horizonte infinito com 0 < y < 1, precisamos mostrar que cada
passo do algoritmo aplica uma contracao na funcao valor.

O que o algoritmo de programacgao dinamica para MDPs faz é essenci-
almente aproximar uma fungao, e para garantir que o algoritmo converge
mostramos que cada passo dele aplica uma contragao sobre V.
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Definicao 12.3 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia de elementos em
um espaco métrico é dita de Cauchy quando a distancia entre dois ele-
mentos an, a4+ consecutivos da sequéncia tende a zero quando n —

0. ¢

Definicao 12.4 (Espago de Banach). Um espago vetorial V com uma norma
€ um espaco de Banach se toda sequéncia de Cauchy de elementos de V
tem limite em V. ¢

Teorema 12.5. Seja||.|| a norma obtida tomando o maior valor absoluto dos
elementos de um vetor. R" com esta norma é um espaco de Banach.

Definicao 12.6 (Contracdo). Seja V um espaco de Banach. Um operador
F:V — V é uma contracao se para todos w,v € V, ||[Fv — Ful| < «ffjv —ul|,
com0<a<l. ¢

Teorema 12.7. Seja V um espaco de Banach eF : V — V uma contracao
em V. Entao F tem um tnico ponto fixo x* tal que Fx* = x*. Além disso,
sexp € um elemento qualquer de'V, e xg, X1, ..., Xx uma sequéncia tal que
xi = Fxi_1, entao esta sequéncia converge para x".

Observamos agora que podemos reescrever a equacao de otimalidade
de forma a ficar claro que se trata de um operador linear.

vi(s) = Hvi_1(s)

Hv(s) = max {R(s, a)+vy Z T(s,a, s’)v(s’)} .

acA
s’eS

Teorema 12.8. O operador H é uma contracao em R, com a norma ||| =
max;|vil.

Demonstracdo. Sejam u,v € R™ duas funcoes valor, com Hu(s) > Hv(s).
Seja af uma agao 6tima para a funcgao valor v - ou seja,

a; € argmax {R(s,a) +v }_T(s,a,sIv(s")}.
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Entao
Lv(s) — Lu(s) < R(s,af) + Y yT(s, a,s")v(s")
—R(s,af) + ) vT(s,a,s")u(s’)
=y Tls,a,8")(v(s) —u(s))

<y) T(s,as)v—ul
S/

=vylv—ull <[y —ull. |

Pode-se definir diferentes critérios de otimalidade, como minimizar
a variancia da recompensa, sujeitando a solu¢ao a uma recompensa mé-
dia minima, ou minimizar a recompensa média, limitando a variancia da
recompensa.

12.4 Formulacao como Programa Linear

Embora a equagao do principio da otimalidade ja seja ela mesma a expres-
sao de um algoritmo recursivo para a resolucao do problema, ele pode
também ser modelado como programa linear. Para cada estado, temos

V(s) = mc?x{R(s, a) +yT(s,a,s)V(s")}

A equacao de Bellman determina o valor 6timo que queremos.

Dado um estado s, qualquer valor acima do que a equagao de Bell-
man determina € uma cota superior para os possiveis valores de V(s). De
todos os valores maiores ou iguais a este, tomamos entao o menor deles
que respeite as restri¢des V(s) > R(s,a) + T(s,a)V(s’). Definimos entao o
problema de minimizacao

min ZV(S)
s.a.: V(s) > R(s,a) —|—yZT(s, a,s")V(s") Vt,s,a

As variaveis sao V(s), para todo s. O programa linear tem portanto [S| x |A]
restricdes, e |S| variaveis. O dual tem |S| restri¢des.

Exemplo 12.9. Neste exemplo, para maior concisao, usamos a notagao vy
ao invés de v(s).
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Suponha que um processo possa estar em dois estados, s, s1, € que
possamos controla-lo usando trés agoes, ay, aj, a;. Suponha também que
a probabilidade de transicao entre estados é como na tabela a seguir.

ap aj az
s So - 0.2 So - 0.5 So - 0.4
01 s7:08|s:05s:06
$0:0.6 | s0:0.9 | s0:0.7
S1 :04 S1 0.1 S1 :0.3

$1

As recompensas para agoes realizaas em cada estado sao dadas a seguir.

ap | a; | az
so | 20|50 |10
st [ 10]10 |80

O fator de desconto que queremos usar € y = 0.9.
Sabemos que para cada par estado/acao

Vg > R(S) Cl) +’YZT(S) a, Sl)vs’a
S/

portanto as usamos como restricoes. A primeira, por exemplo, &

vo > 20 +v(0.2vo + 0.8v1)
vo > 20 + (0.9)0.2vy + (0.9)0.8vy.

Preferimos manter a multiplicacao por y explicitamente, para manter a
clareza de exposicao. Na pratica, usariamos “0.18vy+0.72v; " na inequacao.
O objetivo sera vy + v1, e o programa linear é

minvy + vy

s.a..vy > 20 + (0.9)0.2vo + (0.9)0.8v4
vo > 50 + (0.9)0.5vo + (0.9)0.5v4
vo > 10+ (0.9)0.4vo + (0.9)0.6v4
vi > 10+ (0.9)0.6vo + (0.9)0.4v,
vy > 10+ (0.9)0.9vo + (0.9)0.1v4
vi > 80+ (0.9)0.1vo + (0.9)0.3v4

v>0 |
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12.5 Variantes de MDPs

Esta secdo discute algumas variantes de MDPs, sem no entanto detalhar
os métodos para sua resolucao. A Secao de Notas ao final do Capitulo traz
indicacgoes de leitura adicional para o leitor interessado.

12.5.1 Tempo continuo

Pode-se definir MPDs em tempo continuo, mas com estados e a¢oes dis-
cretos.

Os conjuntos de estados e acdes (S e A) e a funcao de transicao T em
um SMDP sao semelhantes as de um MDP.

- R:S x A — R é composta de duas outras fun¢oes;

- F: Ry xS xA — [0,1] da a probabilidade da préxima época de
decisao acontecer antes do tempo t, sendo que o processo esta no
estado s e a acao a serd executada.

A fungao de recompensa é composta por duas outras,

- 1:Sx A — Rdaarecompensaimediata apés uma decisao a em um
estado s.

- R:S xS x A — Rdaarecompensa por permanecer em um estado
s’ dado que o estado anterior era s e a acao executada foi a.

Como essa descricao abre a possibilidade de termos infinitas épocas
de decisao em tempo finito, presumimos que para todoss € S, a € A,
existem ¢, > 0 tais que
F(s,a,6) <1—¢
O fator de desconto usado para horizonte infinito é « > 0, e a recom-
pensa no tempo t é multiplicada por e * (o0 que é equivalente a usar vy,
com0<vy<1).
A recompensa entre duas épocas de decisao acontecendo nos tempos
Uk € Uk 41 é
Uk+1
J e ¥ WIR (s 5y, a)dt.
.

st € 0 estado no tempo t.

V(s) =E {Z e M |:T‘(S, a) + Jukﬂ e WIR (s, 54, a)dt] }
k=0

Uk
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A recompensa R(s, a) pode ser calculada a partirde r e F.

o0

R(s,a) :r(s,a)—l—J Z Uue_“tR(s,s’,a)T(s, a,s’)dt| F(du,s, a)
o Lo

Q(s’,t,s,a) é a probabilidade da préxima época de decisao acontecer
antes do tempo t e do proximo estado ser s’, dado que o estado atual era
s e a acao executada foi a.

Q(S/) t, s, a) = T(S/> S, G)F(t, S, (1).

Denotamos por m(s’, s, a) a probabilidade do préximo estado ser s’ dado
que o estado atual é s e a agao executada € a.

o0
m(s’ys, a) :J e *'Q(dt,s’,s,a)
0
A equacao de otimalidade para SMDPs é mostrada a seguir. Com ela
podemos usar programacgao dinamica na solucao destes problemas.

Vi(s) = max [R(S, a) + Y m(s';s,a)Viga(s')

S

Diversos outros métodos para solucao de MDPs também funcionam
para SMDPs, inclusive a formulagao como programa linear.

12.5.2 Parametros imprecisos

Suponha que alguns dos parametros de um MDP foram especificados com
imprecisao: sabemos apenas que algumas probabilidades de transicao e
valores de recompensa estao situados em determinados intervalos. Um
MDP especificado desta forma é chamado de “"MDP com parametros im-
precisos” (MDPIP)

12.5.3 Observabilidade parcial

Em um Processo de Decisao de Markov Parcialmente Observavel (POMDH),
nao presumimos que o tomador de decisdes conhece o estado do sistema.
Ele conhece apenas uma distribuicao de probabilidades sobre os estados
na primeira época de decisao. Depois disso, a cada época de decisao ele
percebe, além de sua recompensa, uma observagdo vinda do ambiente (o

'Partially Observable Markov Decision Process



12.5. VARIANTES DE MDPS 211

conjunto de observacoes é finito). Apos obter a recompensa e verificar a
observacao, o tomador de decisdes atualiza internamente uma estatistica
suficiente arespeito do sistema. Esta estatistica representa, de certa forma,
sua crenga, e € chamada de estado de informacao, porque nao representa
o estado do sistema, e sim o estado da informacao que se tem a respeito
do sistema.

o (observacao) ambiente

estimador
de estados

~va politica acao executada)

estatistica

Um POMDP pode ser descrito da mesma forma que um MDP, pelos
conjuntos S, A e fungdes T, R, além de:

- ) : o conjunto de possiveis observagoes.

-0 :SxAxQ — [0,1] : da a probabilidade da observacao o ser
recebida apés a agao a ser executada em um estado s.

Ha dois exemplos relevantes de estatistica suficiente.

- Historico completo: a sequéncia completa de agoes, observagoes e
recompensas desde o primeiro momento é uma estatistica sufici-
ente.

- Distribuicao de probabilidades sobre estados: o tomador de deci-
sOes pode, também, manter uma distribuicao de probabilidade so-
bre os estados, e atualiza-la ap6s cada estagio.

A representagao de politicas para POMDPs nao pode ser feita dire-
tamente, porque seria necessario mapear uma quantidade infinita e nao
enumeravel de distribuicdes em valores. Pode-se definir, no entanto, um
MDP sobre um conjunto infinito de estados de crenga, e a funcao valor
torna-se convexa e linear por partes. O nimero de hiperplanos usado em
cada época de decisao) é exponencial em |Q|, e portanto a quantidade de
vetores para z épocas de decisao € duplamente exponencial em z. O algo-
ritmo de programacao dinamica, quando aplicado diretamente a POMDPs,
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tem complexidade de tempo O(ISIIA[9). o problema é P-ESPACO com-
pleto.

Ha outras formas de representar politicas para POMDPs, como por exem-
plo controladores (autdmatos de Buchi) estocasticos.

Notas

O problema de Programacao Dinamica foi popularizado por Richard Bell-
man [BelO3| e Ronald Howard [How60].

O livro de Martin Puterman trata detalhadamente do problema de de-
cisdes em sequéncia [PutO5], inclusive a formulagdo como programa li-
near. A abordagem moderna para programacao dinamica envolve méto-
dos diferentes da programacao linear - Bertsekas aborda o mesmo tema,
de forma diferente [BerO7] [BT96]; o livro de Sutton e Barto apresenta mé-
todos biologicamente inspirados [SB98]; o livro de Warren Powell trata de
métodos para a resolucao de grandes problemas de programacao dina-
mica [Powll]. O livro de Robert Stengel é uma boa introdugéao a Teoria do
Controle Otimo [Ste94], também indicado ao leitor interessado no assunto.

O algoritmo de programacao dinamica, elaborado para resolver um
problemas de Controle Otimo, mostrou-se atil também em outros con-
textos, tornando-se topico obrigatério de estudo em Ciéncia da Compu-
tacao [Cor+09; DPVO6|.

Os SMDPs foram estudados inicialmente por W. S. Jewell [Jew63], Howard [How71]
e deCani [Can64], e sao discutidos nos livros de Martin Puterman [PutO5]
e de Dimitri Bertsekas [BerO7].

A demonstracao de que o problema de resolver POMDPs é P-ESPACO-
dificil foi dada por Christos Papadimitriou e John Tsitsiklis [PT87].

MDPIPs sao discutidos em diversos artigos [SL70; [E94; [Fil+07], e ha
também POMDPs com parametros imprecisos, chamados de POMDPIPs [INO7].

Exercicios

Ex. 90 — Implemente o algoritmo de programacao dinamica para o pro-
blema da mochila.

Ex. 91 — Implemente o algoritmo de programacao dinamica para MDPs.

Ex. 92 — Se os pesos wj e a capacidade C em uma instancia do problema
da mochila sao todos muito grandes, é possivel reescrever o problema de
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forma que exija tempo de execuc¢ao menor do algoritmo de programacao
dinamica?

Ex. 93 — Mostre como resolver as seguintes do problema da mochila usando
programacao dinamica (k € N é parametro de entrada):

i) que funcione permitindo repeticdo de itens;

ii) que permita até k itens do mesmo tipo;
iii) que permita que até 1/k do peso total seja de itens do mesmo tipo;
iv) que permita que até 1/k do valor total seja de itens do mesmo tipo.
v) que maximize a quantidade de itens, e nao seus valores.

Diga como fica a complexidade de cada um dos seus algoritmos.

Ex. 94 — Tente formular os algoritmos do Exercicio [93| como programas
lineares.

Ex. 95 — O algoritmo dado neste Capitulo usando programacao dinamica
para o problema de mochila apenas determina o valor maximo que pode
ser acomodado na mochila, e nao os itens. Mostre como modifica-lo para
que inclua também os itens. Mostre como fica a complexidade do seu
algoritmo modificado.

Ex. 96 — Uma fabrica usa uma maquina que se comporta da seguinte ma-
neira: quando a maquina esta em perfeito estado, ela produz $200 por se-
mana. A maquina pode apresentar um problema tipico que a fara produzir
apenas $100 por semana. A manutengao preventiva da maquina custa $10
por semana. A cada semana sem manutengao preventiva, a probabilidade
da maquina apresentar esse defeito € 0.2. A cada semana com manuten-
cao preventiva, a probabilidade da maquina apresentar o defeito € 0.1. Sea
maquina estiver com esse defeito, pode-se pagar $300 a um técnico para
conserta-la. Se a maquina estiver com defeito, ela também pode quebrar
completamente na semana seguinte com probabilidade 0.08. Nesse caso
uma nova maquina precisa ser comprada por $10000. Um gerente da fa-
brica precisa decidir quando realizar manutencao preventiva e quando
consertar maquinas defeituosas.

Ex. 97 — Usando a formalizacao de SMDPs dada neste Capitulo, descreva
MDPs, possivelmente modificando pequena parte daquele formalismo.

Ex. 98 — Descreva claramente arelacao entre o algoritmo para o problema
da mochila e o principio da inducao matematica (a versao forte).
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Ex. 99 — Imagine um processo de decisao de Markov com horizonte finito
onde a recompensa € definida probabilisticamente em funcao do tempo:
temos R(s,a,t,h) - onde t é o tempo e h é o horizonte (fixo) - ao invés
de R(s,a). Vocé ainda pode determinar a equacao de otimalidade? Ela
poderia ser usada para modelar este problema como programa linear?

Ex.100 — Mostre como modelar MDPs de horizonte finito como progra-
mas lineares.
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Capitulo 13

O Algoritmo Primal-Dual e
suas Aplicagoes

Neste Capitulo descrevemos o algoritmo Primal-Dual para resolucao de
programas lineares. A importancia deste método esta nao em sua aplica-
bilidade em programas lineares comuns, mas sim no seu uso para o de-
senvolvimento de algoritmos de otimizacao combinatoria.

13.1 O algoritmo primal-dual

Definicao 13.1 (primal restrito). ¢

13.2

Exercicios
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Capitulo 14

Programacao Quadratica

Um problema de programacao quadratica é semelhante a um problema de
programacao linear, exceto que a funcao objetivo é quadratica e nao linear
(mas as restri¢des continuam sendo lineares). O objetivo deste Capitulo é
meramente o de ilustrar conceitos relacionados a Programacao Quadra-
tica e apresentar um algoritmo para solugao deste tipo de problema, sem
a pretensao de compor um estudo detalhado do assunto.

14.1 Problemas modelados como programas quadra-
ticos

Esta secao ilustra brevemente a utilidade da programacao quadratica atr-
vés de alguns exemplos.

Exemplo 14.1 (regressao por minimos quadrados). Um primeiro exemplo
de problema de programacao quadratica é o de regressao por minimos
quadrados. Suponha que tenhamos um conjunto de dados (xj,yi), onde
x; € um vetor com k elementos. Queremos obter coeficientes a; para a
funcao

f(xi) = ag + a1xq1 + axxi2 + ...+ QeXik

de forma a minimizar a soma dos quadrados dos erros

D (yi—f(x)).

i

Queremos também impor algumas restri¢oes lineares aos coeficientes, e
as descrevemos como Ra = b. Este € um problema de programacao qua-
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dréatica:
: 2
min Z(yi — Qg — arXq] — aXi2 — ... — AkXik)
i
s.a.:Ra=Db
a>0. |

Exemplo 14.2 (maximizagao de lucro). Em um segundo exemplo, um em-
presério pretende maximizar o lucro que provém da fabricacao de dife-
rentes produtos. O preco p; de cada produto decai linearmente com a
quantidade x; produzida:

Pi = Ki —YiXi

ondek; >0evy; > 0.
Para maximizar o lucro, o empresario resolve o programa quadratico

min Y (ki —yixi) i
i

sa.:Ax=Db
x> 0.

onde A e b determinam restricoes advindas da quantidade de recursos
para a fabricacao de cada tipo de produto. <

Exemplo 14.3 (otimizacao de portfélio). O terceiro exemplo é o de um in-
vestidor procurando construir uma carteira de ativos. O investidor co-
nhece a variancia oj; e as covariancias oyj dos ativos, além da esperanca de
retorno (1;) de cada um. Ele quer fixar um retorno minimo esperado M e
minimizar seu risco. Este € um problema de programacao quadratica:
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14.2 Representacao

Na forma mais geral, um programa quadratico é usualmente definido por

1
min z(A, X) = Ac'x + EXTQX.

sa.:Ax<b
x>0

onde A € um parametro escalar e x € um vetor com n elementos.
- Ac'x descreve a parte linear da funcao quadratica;

- Q éuma matriz quadrada de ordem n descrevendo uma funcao qua-
dratica;

- A eb descrevem as restricoes. A é uma matriz m x n, e b € um vetor
com m elementos.

E comum exigir que Q seja semidefinida positiva, para garantir que a
funcao sendo otimizada é convexa.

Exemplo 14.4. A funcao
f(vex) = 2x12 + x% + x1%2 — 4x2x3 — X1 + 3%

é descritaporA=1T1e

-1 4 1 0
c= 3], Q=1[1 0o —4],
0 0 -4 2
j€ que
1
c'x+ EXTQX = Zx% + x% + x1x2 — dxox3 — X1 + 3%x2. <

Pode-se também adotar uma descricao mais compacta:

1

min z(x) = EXTQX.
s.aa.:Ax<b
x>0

Proposicao 14.5. Qualquer funcao quadratica comn—1 variaveis pode ser
descrita por uma tnica matriz simétrica Q de ordem n.
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Demonstracdo. Basta que a variavel x,, seja igual a um.
Mais detalhadamente: sejam

dn q12 913 1
Q=1d21 92 qu |, x=|x
q31 d23 433 X2

qn di2 q13 1

xTQx:(1 X1 Xz) q21 922 923 X1

q31 q23 433 X2
(@ gz qu3)] /1
= |+Xx1 (q21 q22 qzs) X1
| +Xx2 (q31 g32 Q33)_ X2

qi1 +x1921 + %2931 1
= | qi12 +x1921 +X2932 X1
q13 +x1923 + %2433 X2

qi11 +x1921 + X237
= +x1(q12 +x1922 + x2932)
+x2(q13 + X123 + X2433)

= q11 + (q21 + q12)x1 + (931 + q13)x2 + (q32 + q23)%1%2 + q22%F + q33%3

Note a presenca de termos constantes e de grau um. Descrevemos a forma
geral de uma funcao de grau dois em duas variaveis com uma matriz de
ordem tres. |

Exemplo 14.6. A funcao dada no exemplo
f(vex) = 2X% + x% + x1%2 — 4x2x3 — X1 + 3%2

é descrita por
0 0 3/2 0
=12 21/2 0
Q= 3/2 12 0 =2’
o 0 -2 2

J€ que
xTQx:2x%+x§+x1x2—4x2><3—x1 + 3x5. <
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14.3 Solucoes 6timas para programas quadraticos

Observamos que, como somente a funcao objetivo é quadratica, a regiao
viavel continua sendo um poliedro - da mesma forma que em programa-
¢ao linear. E similarmente, podemos usar o gradiente da fungao objetivo
para determinar a solugao 6tima.

A préxima figura mostra um exemplo de programa quadratico: o po-
liedro da regiao viavel tem arestas sélidas, e as curvas de nivel da funcao
objetivo z(x) sao pontilhadas.

X2

X1

Se a funcgao objetivo de um problema de minimizacao é convexa e o
vértice do parabolodide esta dentro da regiao viavel, ele é a solucao 6tima.

Se a funcao objetivo de um problema de minimizac¢ao é céncava (ou
seja, —z(x) é convexa), a solucao 6tima estard na borda do poliedro, mas
nao necessariamente em um ponto extremo.

Observamos também que a fungdo pode nao ser convexa e nem cén-
cava (e neste caso tera pontos de sela).
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14.4 Método de Beale

Asrestricdes impostas ao problema sao lineares (e portanto descritas como
Ax = b, como em um proglema de programacao linear). S6 temos uma
funcao quadratica no objetivo cujas derivadas direcionais podemos calcu-
lar, de forma semelhante ao que fizemos no método Simplex. No entanto,
para cada fungao quadratica de uma variavel, o gradiente aponta para dire-
¢6es opostas em lados diferentes do véretice da parabola (no caso linear,
o gradiente do obejtivo é constante - porque é uma funcao linear - e a
direcao de maior aumento é fixa. Ja no caso quadratico a direcao muda,
porque o gradiente de uma fun¢ao quadratica é linear.). Isto significa que
seguir cegamente o gradiente pode nao levar ao 6timo.

Exemplo 14.7. Para um primeiro exemplo minimalista, temos o seguinte
problema.

min (x —1)?
sa:x<2
x>0

A figura a seguir mostra a regiao viavel e a funcao objetivo.
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4,,
3,,
NI S
],,
0 : >
0 1 2 3
X
A
0 1 2 3 4
X

Observe que neste exemplo o poliedro tem dimensao um, como mostra
parte de baixo da figura: ele é o segmento de reta entre x = 0 e x = 2.
Na parte superior da figura usamos o plano para representar somente a
funcao objetivo.

Os pontos 0 e 2 sdo os Unicos pontos extremos do poliedro, e clara-
mente o ponto 6timo, x = 1, nao é um deles. <

O que ocorre no exemplo pode acontecer cada vez que uma va-
riavel ndo basica (e que portanto valia zero) é selecionada para entrar na
base.

O método de Beale € uma adaptacao simples do algoritmo Simplex que
leva em consideracao esta situagao. Comegamos em um vértice da regiao
viavel (que é um poliedro, exatamente como em problemas de progra-
magcao linear). Depois, seguimos por diferentes solucdes viaveis basicas.
Quando observarmos que uma derivada muda de sinal entre dois pontos
extremos, modificamos o problema de forma a garantir que a solucao en-
contrada nao estara em nenhum dos dois pontos extremos, mas sim onde
aquela derivada é zero.
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Ha duas diferencas importantes, portanto, entre o método Simplex e o
de Beale:

- As derivadas direcionais das variaveis nao basicas nao sao mais da-
das por ¢ — z, porque a fungao objetivo nao é linear. Para a funcao
objetivo x" Qx, calculamos a derivada de x;:

0z
aXi
_ 0 2 2 2
=3 q22X7 + q33X3 + -+ qiiXy + -
xX{ ——
2qy;
+ q23%2X3 + q24X2X4 + - - - + QigXiX2 + qi3XiX3 + - -
+anxz o guxi o+ Xt
~—— ~——

qi1 q1i
+q11>

= 2quixi + qu1 + i
= 2qiixi + 24q1.

Fica portanto claro agora porque é conveniente usarmos metade desta

derivada:
1

0z
2% = qiiXi + gi1.
- Podemos ter que parar entre um ponto extremo e outro, se uma de-
rivada parcial mudar de sinal naquele intervalo. Isso é feito incluindo-
se no tableau uma variavel e uma restricao adicionais:

10z n
Ut = 55— = (qiiXq i1
2% 4 g
nesta situacao, para determinar o valor que deveremos atribuir a x;,
igualamos a derivada u; a zero:

w19z _

LY

diixi + qi1 =0
Xi:—@

Qu'
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Ao escolher a variavel a sair da base em otimizacao linear, tomamos o
menor dos valores

Clij

Em um problema com func¢ao objetivo quadratica, devemos além disso
garantir que a derivada da variavel x; nao mude de sinal.

Teorema 14.8. Sejaminx'Cx s.a. Ax > b, x > 0 um problema de progra-
macao quadratica e suponha que uma solugao viavel basica para o pro-
blema seja tal que a variavel x; deve entrar na base em um proximo passo
do Simplex.

Para que a nova solugao seja viavel e que sua derivada nao mude de
sinal, seu valor deve ser o menor dentre

: { b; } qit
min{ — ¢ e —.
i aij qii
Demonstracao. Seja g(x;) a funcao quadratica definida quando fixamos
todas as variaveis do objetivo exceto x;. Temos

g(Xj) = qijjz + g% + k.
O vértice da parébolaﬂ descrita por g esta em

— 9
Xj = 2 ] y
djj
i3 fici de X2 e x: s30 q:: .
ja que os coeficientes de xj e x; sao qj; € qj1.

Como x; era nao basica, tinha valor zero; como ja sabemos que vale a
pena incluir x; na base, a derivada direcional do objetivo em relacao a x;
é negativa (aponta para o vértice da parabola). Ao mudarmos continua-
mente o valor de x;j, uma de duas coisas acontecera primeiro:

- O valor de xj chegara a min; {}1’—1}

ij

- A derivada % mudara de sinal ao atingirmos o vértice da parabola.

)
|

1) Comece com uma solucgao viavel basica, da mesma forma que no
método Simplex;

10 vértice da parabola descrita por ax® + bx 4 ¢ é (=b/2a, —A/4a), onde A = b* — 4ac
é o discriminante.
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2) Escreva as variaveis basicas em funcao das nao basicas (no tableau,
isto € o mesmo que usar a matriz identidade como base).

3) Expresse a funcao objetivo em funcao das variaveis nao basicas.
4) Verifique as derivadas parciais de cada variavel nao basica xy.

5) Se nenhuma derivada parcial indica que poderia haver melhora no
objetivo, a solugao é 6tima.

6) Se haalguma derivada parcial que indica que ha vantagem em intro-
duzir uma variavel nao-basica na base, aumentamos a variavel nao
basica, até que uma das duas situagoes a seguir se concertize:

a) uma das basicas chega em zero;

b) a derivada parcial 9f/dz, muda de sinal.

Se (a) acontecer, escolha uma coluna para deixar a base, como no
método Simplex. Se (b) ocorrer, insira na base a variavel

w = 10z
t20of

7) Repita o processo até que as derivadas parciais das variaveis originais
do problema indiquem otimalidade, e que as variaveis artificiais in-
troduzidas sejam todas zero.

Exemplo 14.9. Considere o problema

min —x; — 2% +2x§

sa.x;+x <2
2x1+x <4
x>0

Pomos o problema na forma padrao,

min —x7 — 2x2 —|—2x§

sa.x]+x)+x3=2
2x1+x2+x4 =4
x > 0.
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. Temos
0 —1/2 —1
Q=1[-1/2 0 0
—1 0 2

229

Neste problema, podemos comecar com a base x3 = 2,x4 = 4. Temos

portanto
X3 = 2— X1 —X2
X4 = 4 — 2X1 — X2

z:x%—ZXZ—M

As derivadas parciais nas direcoes das nao-basicas sao

Toz 1
28x1 N 2
1 0z

E interessante portanto incluir x; na base. Verificamos agora que

2/1=2
4/2 =2
—(=1)/2=1/2 (vértice da parabola 2x5 — 2x;)

Criamos a nova variavel

_ 1oz
_ZaX2 N
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e reescrevemos as basicas em funcao das nao basicas:

1
X2 = =u1 + =

2 2
$1 = 5 —x1— 1u
1= 5 W
7 1
= E—Zx] —Em
=—x;—u — 1+ 1u +1 :
zZ=-X 1 Jw 5
B S TR
I S R
O tableau correspondente, ja com as derivadas parciais 6677'] e aaTZ] é
1010 1/213/2
2001 1/217)2
0100 —1/2:1/2
—1 -2 )
Incluimos portanto x; na base.
(3/2)/1=1.5
(7/2)/2=1.75

A variavel sy saira da base. Como a funcao objetivo é linear em x;, nao
ha parabola cujo vértice exija nossa atencao. Simplesmente procedemos
como no método Simplex, obtendo o tableau a seguir.

10 1.0 1/213)2
00 —2 1 —1/2:7)2
01 00 —1/2{1)2
\ +1 0!

Como a derivada de s; é positiva e a de u; é zero, encontramos a solucao
6tima

X1 :3/2
x2=1/2.

A base também inclui a variavel de folga s;, com valor 1/2. <
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14.5 Pontos interiores

Métodos de pontos interiores podem ser usados na resolucao de proble-
mas de programacao quadratica. O método de affine scaling, descrito na
secao adapta-se a programacao quadratica: o gradiente do objetivo,
projetado no espaco nulo de A, muda a cada iteragcao porque depende do
ponto. Além disso, nao basta que projetemos no espacgo nulo de A, porque
se o 6timo for ponto interior, o algoritmo andara de lado a lado da regiao
viavel, sem chegar ao 6timo.

Notas

Os primeiros métodos para resolucao de programas quadraticos foram
desenvolvidos por Wolfe [Wol59], Dantzig [Dan61], e Beale [Bea55]. Méto-
dos modernos para otimizacao de func¢oes convexas em geral sdo descri-
tos por Luenberger [LuelO].

O método do elipsoide pode ser usado para programas quadraticos
quando a funcao objetivo é convexa. Quando a funcao objetivo nao é con-
vexa, o problema é NP-dificil [PS91].

Exercicios

Ex. 101 — Converta os problemas do inicio do Capitulo para a forma min x' Qx,
s.a.: Ax=Dh.

Ex.102 — Desenvolva um programa que leia uma expressao quadratica e
mostre Q tal que x' Qx seja equivalente & expressao dada (este poderia ser
um modulo de entrara para um sistema de otimizacao).

Ex.103 — Use o método de Beale para obter uma solucao 6tima para os
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seguintes problemas.

(1)
min —xq7 — 2x2 + x%
sa.x)+2x; <4
3x1+2x <6
x > 0.

(it)
max 3xq + 6xy — 4x% + 4x1xp — x%
sa.x)+4x; > 9
x1+x2<3
x > 0.

Ex.104 — Implemente o método de Beale

Ex. 105 — O método de Beale pode ser usado com qualquer fungao obje-
tivo convexa. Mostre como usa-lo com funcoes diferencidveis convexas
nao quadraticas.

Ex. 106 — Implemente o método de affine scaling para programagao qua-
dratica.



Capitulo 15

Otimizacao Nao Linear

Neste Capitulo abordamos otimizacao nao linear. Além de ser um tépico
importante por sua aplicabilidade, também permite compreender melhor
0s casos mais restritos de programacao linear e quadratica.

Um problema de programacao nao linear consiste em minimizar uma
funcao qualquer f(x), sujeito a restricoes quaisquer g (x):

onde f: R" — R, g; : R™ — R e h; : R™ — R sao fungoes quaisquer.
Podemos também descrever um problema de otimizacao nao linear
apenas com as restricoes de desigualdade, ja que cada igualdade é equi-
valente a duas desigualdades.
Definimos a seguir os conceitos de 6timo local e global.

Definicao 15.1 (Otimo local). Seja f: R — R. O ponto x é um minimo local
de f se f(x) < f(x’) para todo x’ em alguma vizinhan¢a de x. Um maximo
local é definido de forma analoga. ¢

Definicao 15.2 (Otimo global). Seja f : R* — R. O ponto x é o minimo
global de f se f(x) < f(x’) para todo x’ € Dom(f). O maximo global é
definido de forma analoga. ¢

Tratamos neste Capitulo de dois casos diferentes: otimiza¢oes semres-
tricoes (quando as restricoes nao existem) e com restricoes. Em ambos os
casos, tratamos primeiro da caracterizacao dos pontos 6timos (as “condi-
¢oes de otimalidade”), e depois dos métodos.

233
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15.1 Otimizacao sem restricoes

Quando as restri¢oes g; e hj nao existem, temos um problema de otimi-
zagao sem restrigoes.

Exemplo 15.3. A funcao a seguir,

1+ cos (12\/m)

1
E((x—1)2+1:;2)+2

f(x,y) =

€ uma variante da fungao “drop Waveﬂ usada como teste pratico para al-
goritmos de otimizacao. Seu minimo global é f(1,0) = —1.

—0.5 ‘,w. il i "“Nfo:.;\\\\\\‘
'5"5"‘,‘:"5’1’1"""”"" i n"” ".‘"’?"."."‘" '9'?\3.‘,‘ “\ 0.5
1 -""5..'"',',',',',',',',',:,..,' t, ,»« e :
_ ety y, Y $ J

'Esta fungao pode ser transformada na drop wave original trocando “x + 1" por “x”. O
minimo global passaré a ser no ponto (0, 0).
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’ “"“\lln!«hh‘u’:- Ll

O gréfico da funcao mostra que pode haver uma grande quantidade de 6ti-
mos locais em uma fung¢ao nao convexa - o que € uma grande dificuldade
para os métodos de otimizacao. <

15.1.1 Condicoes de otimalidade

Nesta secao abordamos as condigdoes necessarias e suficientes para que
um ponto seja 6timo local. Tratamos separadamente de condig¢des de pri-
meira ordem (que envolve o gradiente do objetivo) e de segunda ordem
(onde a matriz Hessiana é usada).

Para demonstrar as condi¢cdes necessarias de otimalidade usamos o
Teorema de Taylor.

Teorema 15.4 (de Taylor). Seja f : R™ — R continua e diferenciavel, e seja
y € R". Entao existet € (0,1) tal que

f(x+y) = f(x) + Vf(x + ty)y.

Além disso, se f € duas vezes diferencidvel,
1
flx +y) = f(x) + VF(x)'y + 5y Vf(x + tyly.

Teorema 15.5 (Condigcao necessaria de otimalidade de primeira ordem).
Sejaf:R"™ — R. Sef édiferenciavel emx e x é 6timo (maximo ou minimo)
local de f, entao Vf(x) = 0.

Intuitivamente, o gradiente em x* deve ser zero, de outra forma ele
indicaria uma direcao para onde f teria valores ainda melhores. Este raci-
ocinio é formalizado a seguir.
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Demonstracdo. Suponha que x* seja um minimo local em um problema
de minimizagao com funcao objetivo f : R™ — R. Suponha também, por
contradigao, que Vf(x*) # 0. Entao seja

d=—V(xx).
Temos portanto d' Vf(x*) igual a —||Vf(x)||?, que é menor que zero. Como
o gradiente de f é continuo perto de x*, deve existir algum k € R tal que
para todo t € (0, k],

d"Vf(x* + td) < 0.

No entanto, pelo teorema de Taylor, para qualquer s € (0, k] existe algum
r tal que
f(x* + sd) = f(x*) + sd' VF(x* +rd),

e f(x* + sd) < f(x*) para todo s € (0,k), e portanto ha uma direcao a
partir de x* na qual f decresce - mas como presumimos inicialmente que
x* € minimo local, concluimos que nossa suposicao (de que Vf(x*) #0) é
falsa. |

Para problemas de maximizacao o raciocinio é semelhante.
A reciproca do Teorema nao vale: se estivermos minimizando, po-
deremos encontrar Vf(x) = 0 em um maximo local ou ponto de sela.

Exemplo 15.6. A figura a seguir mostra a funcdo f(x) = x> — 3x? + 3x + 1.

No ponto x = 1 temos o gradiente igual a zero:
Vi(x) = (f'(x)) = (3x* — 6x + 3)
=(3-6+3) (substituindo x = 1)
=0.
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No entanto, nao se trata de um minimo local. De fato, como esta funcao é
estritamente crescenteﬂ ela nao tem minimos (locais ou globais)! <

Se a fungéo é convexa, todo minimo local € minimo global, e o teste do
gradiente, enunciado nas condi¢des de primeira ordem é também sufici-
ente. Em outros casos, precisamos de testes adicionais.

Teorema 15.7 (Condigao necessaria de otimalidade de segunda ordem).
Sejaf:R"™ — R. Entao:

- Sex* é minimo local entdo V*f(x*) é semidefinida positiva.
. Sex* é maximo local entao V*f(x*) é semidefinida negativa.

Demonstracao. Suponha que V*f(x*) nao é semidefinida positiva. Entao
deve haver algum d € R™ tal que

d"Vv*f(x*)d < 0.

Como V?f é continua perto de x*, deve haver algum k € R tal que para
todo r € [0, k],
d'Vf(x* +rd)d < 0.

Fazendo uma expansao de Taylor, para todo s € (0, k], existe algum r tal
que

f(x* + sd) = f(x*) + sd" VF(x*) + %sszVZf(x* +rd)d

1
= f(x*) + EdeTvzf(x* +rd)d  (Vf(x* =0), Teoremal[l5.5)

< f(x*),
e encontramos uma direcao a partir de x* na qual f decresce. [

Se f é convexa, a matriz hessiana de f sera positiva definida para todo
o dominio de f.

O Teorema(l5.8|da condigdes suficientes para que um ponto seja 6timo
local. A demonstragao é pedida no Exercicio[108]

Teorema 15.8 (Condic¢oes suficientes de otimalidade de segunda ordem).
Sejaf: R™ — R uma funcao continua e duas vezes diferenciavel; suponha
que V*f é continua em uma vizinhanca aberta de x*, e que Vf(x*) = 0.
Entao,

%Verifica-se facilmente: trata-se de f(x) = (x—1)>+2, que é x> transladada para a direita
em 1 e para cima em 2.
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. Se V*f(x*) é definida positiva entao x* é minimo local.
. Se V*f(x*) € definida negativa entdo x* é maximo local.

Note que exigimos que a Hessiana seja definida positiva (e nao apenas
semidefinida).

Exemplo 15.9. Seja f(x,y) = 2sen(x) + cos(y), cujo grafico mostramos a
seguir.

\ N
\\\\\\\ W \‘\“~
N

\M \

W
VO
R

Temos

Vf(x,y) = (2cosx,—sin(x))T, V*(x,y) = <_2 S(e)n(X) —cgs(x)) .

Queremos determinar se um dos pontos a seguir € minimo local:

Tomando o primeiro ponto, temos

Vf(—;—r,O) ~2 cos—g,—sin(O))T
= (2(0)—0)" = 0.

No entanto,

_ [—2sen(x) 0 _(% ©
V(x,y) = < 0 —cos(X)) B (0 _1> )
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portanto nao podemos concluir que se trata de um ponto 6timo (de fato,
é um ponto de sela!)
Agora, para o segundo ponto,

s

f(— T
V(z

,0) = (2cos —g, —sin(m))

= (2(0)—0)" =o.

E a Hessiana é

_ [—2sen(x) 0 _ (%0
Vi(x,y) = < 0 —cos(x)> N <0 1>’

e como a Hessiana é definida positiva (seus autovalores sao estritamente
maiores que zero), temos um minimo local. <

15.1.2 Métodos

Ha uma grande quantidade de métodos para otimizagao nao linear sem
restrigoes. Apresentamos brevemente aqui algumas categorias de méto-
dos.

Busca linear

Ajuste de curvas

Busca pelo gradiente (descida mais ingreme)

15.2 Otimizacao com restricoes

Exemplo 15.10. Considere o seguinte problema.

max 1'x

s.a. : —X12+4X1 —4 <x
—4x%—|—16x1 —4>%
x € R?

A préxima figura mostra a regiao viavel deste problema, o gradiente do
objetivo e o hiperplano perpendicular a ele.
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A solugdo 6tima para este problema é x* = (2.125,11.9375)", e o valor da
funcao objetivo neste ponto é 14.0625. <

15.21 O Lagrangeano

Do Calculo, relembramos o método dos multiplicadores de Lagrange para
otimizacao.

Dada uma funcao diferenciavel F(x1, x2, ..., xn) e restri¢coes gi(x1, X2, . . .
0, se x* é um ponto extremo (maximo ou minimo local) de f, entao existem
A1,A2, ..., Aq Na0 negativos tais que

Vi) = ) AVigi(x"),

ou seja, o gradiente de f é combinacao linear dos gradientes das g; com
coeficientes A;.
Primeiro observamos que podemos escrever

Vi)~ ) AVigi(x*) =0.
i
Notamos também que se o ponto x* satisfaz de maneira estrita uma desi-
gualdade g;i(x) > 0 - ou seja,
gi(x") >0

- entao podemos ignora-la, usando A; = 0. Desta forma podemos pre-
sumir que, quando o multiplicador A; > 0, a restricao € satisfeita como
igualdade, gi(x*) = 0.
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Disso obtemos a definicao do Lagrangeano:

Definicao 15.11 (Lagrangeano). Seja A o vetor (A1,...,An)". O Lagrangeano
para o problema ¢ a fungao

LxA) =f(x) = ) Nigi(x). ¢

15.2.2 Dualidade

Elaboramos agora o conceito de dualidade para problemas de otimizacao
nao linear.

Definicao 15.12 (Dual de problema de otimizagao nao linear). Para o pro-
blema de otimizacao nao linear

min f(x)
sa.:gi(x) >0 i=1,...,k

a funcao dual é
L(A) =inf L(x,A)

e o problema dual é
max L(A),

sem restrigoes. ¢

15.2.3 Condigoes de otimalidade

Nesta secao tratamos das condicoes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker.
Estas sao, basicamente, uma aplicagao do método dos multiplicadores de
Lagrange para a determinacao de 6timos locais.

Enunciamos as condi¢oes necessarias de primeira ordem para otima-
lidade, sem demonstracao.

Teorema 15.13 (Condicoes necessarias de primeira ordem (Karush-Kuhn-
-Tucker) para otimalidade). Se a fungao objetivo e todas as restricoes sao
diferenciaveis em um o6timo local x*, entao existe N = (Ay,...,A\n) tal que

i) ponto estacionario: V4 L(x*,A) =0

i) viabilidade dual: \; > 0
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iii) folgas complementares: \igi(x*) =0
iv) viabilidade primal: g;(x*) < 0.

Além das condicoes necesséarias de Karush-Kuhn-Tucker, ha também
uma condicao suficiente, de segunda ordem, para otimalidade.

Teorema 15.14 (Condigoes suficientes de segunda ordem para otimalidade).
Se as condi¢ées de Karush-Kuhn-Tucker sao satisfeitas e V2, L(x*, N) é po-
sitiva definida, entao x* é 6timo local.

Nao conhecemos método para resolver para um problema de otimi-
zagao nao linear analiticamente usando apenas as condi¢des de otimali-
dade. Estas condic¢oes sao usadas por algoritmos para direcionar a busca
pelo 6timo. No exemplo a seguir apenas verificamos que as condi¢oes sao
verdadeiras para a solucao do exemplo15.10]

Exemplo 15.15. Suponha que tenhamos o ponto (2.125,11.9375) como can-
didato a solugao do problema descrito no exemplo Verificaremos
primeiro se este ponto pode ser uma solucao 6tima usando as condi¢oes
necessarias de primeira ordem. Se forem, verificaremos a condicao de
segunda ordem.

O Lagrangeano &

L0x,A) =f(x) = 3 Aigi(x)
=(x1 +x2) — (?\1(—7& +4x1 —x2 —4)) — (?\2(47& —16x1 +x2 +4)> ,

Precisamos entao calcular V£L(x, A):

V. L(%,A) =V, (m Fxa — M (x4 dxg —xa —4) — Aa(4x3 — 16x1 +x2 + 4))

:<—7\2(8x1 —16) =M —23) +1, A —?\2+1>

As condigoes KKT sao, portanto:

) —A(8% —16) —AM(4—2x)+1=0
AM—A+1=0

i) A,A2 >0

i) Ap(—xF4+4x1 —x; —4) =0
7\2(47{% —16x1+x2+4)=0
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iv) —X%+4X1 —x;—4<0
4xf —16x1 +x2+4 <0

Pode-se inferir destas condi¢des que Ay =0e A; = 1.
i) Temos
—A2(8%x1 —16) —A1(4—2x1) +1=0
AM—A+1=0
A segunda condigao é trivialmente satisfeita. Verificamos a primeira:

—(8%—16)+1=—(17—-16)+1=0.
ii) Trivialmente, os dois A sao > 0.

iii) Como A; = 0 a primeira equacgao é satisfeita. Para a segunda, com
A, = 1, temos
4xf—16x1 +x2+4=0
iv) Para a primeira inequacao,
—x§ +4x; —x3 —4 = —11.953125 < 0.
A segunda ja verificamos no item anterior.

Ja verificamos as condi¢des necessarias. Agora usamos a condigao de se-
gunda ordem, que pode nos garantir que de fato a solugao é 6tima. O
problema é de maximizagao, por isso verificamos agora que a hessiana
V2 L(x,A) é negativa semidefinida. A Hessiana é

Vxﬁ(X,A) Z(—?\z(8X1 — 16) —7\1(4—2)(1) + ],7\] — A+ 1)

2\ — 8\, O)

vhcinn = (M ¥

Para qualquer vetor v = (vq,v;),
2\ —8\; O
\ <Vixﬁ(x, 7\)) vi=v ( 0 0) v’
Substituindo os valores de A, temos
v (viXL(X,A)) vl = —8v2 <0,

o que nos garante que a solugao é realmente um 6timo local.
Observe que a Hessiana nao depende de x; ou x;. ela sera semidefinida
negativa independente do ponto onde estivermos. <



244 CAPITULO 15. OTIMIZACAO NAO LINEAR

15.2.4 Métodos

15.3 Otimizacao linear e dualidade

Claramente, um problema de programacao linear é um caso particular de
otimizacao nao linear.

Notas

A demonstracao do Teoremall5.4|(de Taylor) pode ser encontrada em livros
de Calculo de Varias Variaveis [C]99; Apo69].

Os livros de Luenberger [LuelO], Boyd e Vandenberghe [BVO4| e de
Nocedal [NWO6] sao boas introdu¢oes ao assunto e contém demonstra-
¢Oes detalhadas das condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker. Os livros de Ba-
zaraa [BSSO6| e Griva [GNSO9| sdo bons como segunda leitura.

Exercicios

Ex. 107 — Reescreva o primeiro exemplo como problema de minimizagao
e mostre as condi¢Oes de otimalidade para o problema modificado.

Ex. 108 — Demonstre o Teorema[l5.8

Ex. 109 — Mostre como foram obtidos A; e A; no exemplo|15.15

Ex. 110 — Considere novamente o exemplo[15.10] Suponha que tenhamos
mudado o problema, mantendo a mesma funcao objetivo e as mesmas
restricoes, mas agora queremos minimizar. Faca uma analise semelhante
aquela feita no exemplo mostrando a solugao 6tima, os multiplica-
dores de Lagrange e o valor da Hessiana.

Ex. 111 — Considere o seguinte problema:
min x> + yz
sa x> +y? > (x4+y—+1)cos(x) +xy

i) Mostre o dual do problema.
ii) Descreva o Lagrangeano e as condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker.

iii) Determine se (0,0)" é solucao 6tima.

Ex. 112 — Mostre a forma geral do dual de um programa quadratico.
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Apéndice A

Solucgao Inteira para Problemas
de Transporte (demonstracao
sem unimodularidade

Teorema A.1. A matriz A de um problema de transporte, da maneira como
descrita anteriormente, tem postom +n — 1.

Demonstragao. Como a soma das primeiras m linhas é igual a soma das
outras n linhas, claramente o posto nao pode ser m+n (podemos escrever
uma das linhas como combinacao linear das outras).

Mostramos agora que retirando uma das linhas, o conjunto torna-se li-
nearmente independente e que o posto de A deve ser m +n — 1. De-
notamos as linhas por |; quando representam uma das m restricdes do

tipo Z]. Xij = a; (que convencionamos posicionar na parte superior da
matriz) e por Lj quando representam uma das outras n restri¢des do tipo
2_ixij = by,

Suponha, sem perda de generalidade, que retiramos a linha L,, da ma-
triz (a ltima). Agora suponha, por absurdo, que ainda ha uma combinagao
linear das linhas, com nem todos os coeficientes nulos, igual a zero:

oali+b+...+amlm +Pi1Li+ B2+ ...+ Bl =0

Voltamos a atencao para a parte superior da matriz - veja ([0.2). Cada
Xin SO aparece na linha 1; (de fato, x,, s6 aparece na linha 1y, uma vez que
nao estamos utilizando a linha L,,), e a inica maneira de termos a combi-
nacao linear igual a zero é ter o coeficiente «; = 0 (de outra forma teriamos
®ixix No somatoério). Como isso vale para todo 1, entao todos os «; devem
ser zero.

247
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Como os coeficientes oy sao zero, nos interessam os coeficientes f3;.
Mas na parte inferior da matriz, cada x;; aparece uma tinica vez, e portanto
precisamos também que todos os (3; sejam zero.

Assim, a inica combinacao linear que resulta em zero é com oy =0 e
B; =0, Vi,j - portanto as m +n — 1 linhas sao linearmente independentes
e o posto da matriz de restricoes é m+n — 1. ]

Observe que isto significa que durante a execugao do método Simplex
terfamos também m +n — 1 variaveis basicas.

Definicao A.2. Uma matriz A é triangular se puder ter suas linhas reorde-
nadas de forma que aj; = 0 sempre que i > j. ¢

Teorema A.3. A base para um problema de transporte é triangular.

Demonstracao. Considere a tabela de transporte (10.3). Ela mostra clara-
mente a solugdo viavel basica que estivermos trabalhando, portanto po-
demos usa-la para representar uma base.

Suponha que tenhamos alocado valores em um conjunto de células,
obtendo uma solucao viavel basica.

Mostraremos que cada linha ou coluna tem o valor de exatamente uma
variavel basica: primeiro mostramos que deve haver pelo menos uma va-
riavel basica em cada linha/coluna, e depois argumentamos que deve ha-
ver ao menos uma linha ou coluna onde nao ha mais que uma variavel
basica alocada - e que o resultado deve valer para o sistema que resulta
de sua remocao.

Primeiro, notamos que nao ha linha ou coluna sem variavel basica (ou
seja, sem célula alocada), porque os a; e b;j sdo positivos.

Suponha, por absurdo, que cada linha e cada coluna tenham pelo me-
nos duas variaveis basicas alocadas. O namero de variaveis basicas é entao

k >2m
k >2n.

E portanto k > m + n - mas temos somente m + n — 1 variaveis basicas
(porque este é o posto da matriz de restricoes). Assim, existe a0 menos
uma linha ou coluna onde ha somente uma variavel basica alocada. Se
removermos esta linha ou coluna, obteremos um sistema reduzido e o
argumento pode ser repetido.

Como podemos obter os valores de cada variavel basica, uma a uma,
neste processo, por simples substituicao, concluimos que a matriz é tri-
angular. [ |



249

Além do fato da base ser triangular, os coeficientes nela sao unitarios,
e disso concluimos o Teorema a seguir.

Teorema A.4. Quando todos os a; e b; sao inteiros, os valores das variaveis
basicas para qualquer base serao também inteiros.

Exercicios

Ex. 113 — O Teorema [A.] pode ser mostrado extraindo de A uma matriz
quadrada de ordem m + n — 1 e observando seu determinante. Elabore
esta demonstracao.



250APENDICE A. SOLUCAO INTEIRA PARA PROBLEMAS DE TRANSPORTE (DEMONSTRACAO ¢



Apéndice B

Respostas e Dicas

Este Apéndice traz respostas e dicas para alguns dos exercicios propostos
no texto.

Resp. (Ex. 1) — Primeiro problema, x = (0,6), com valor do objetivo —12.
Segundo problema, x = (5,5), com valor do objetivo igual a 20. Terceiro
problema, x = (15/2,5/2), com objetivo igual a zero.

Resp. (Ex. 4) — (i) Basta mudar as restri¢des de conservacao de fluxo,
Z Xji — Z Xij = 0 (\V/1)
j j
para que levem em conta o fluxo F consumido no né:
Q%= % =F )
j j
(Se 0 n6 gera mais fluxo, usa-se valor negativo para F)

Resp. (Ex. 6) —

max 300a + 400p + 500s
sa:a+p+s=100

100p + 200s < 14000

100000p + 200000s < 12750000
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Resp. (Ex. 7) — (Dica) Nao é um problema de fluxo em redes, embora a res-
tricao de conservacao de fluxo possa ser usada.

Tente representar o mapa como grafo. Se o veiculo passara pelo caminho
dev; paravj, denota x;; = 1. Depois, represente os custos como cy;, recom-
pensas como 1y, € formule o objetivo e as restricoes. Uma das restrigoes
deve determinar que, paratodoi, } ;xji <} ;xjj. Outra, xj < 1 para todos
iej.

Resp. (Ex. 12) — (Dica) Prove que cada uma das defini¢des tem a outra como
consequéncia. (=) Presuma que a definicao a ser usada é a primeira (a que
fala de combinacdes convexas). (i) uma reta € um conjunto convexo (ii) S é
convexo (iii) intersecao de convexos é convexa (iv) um conjunto de pontos
colineares mas nao no mesmo segmento nao poderia ser convexo - entao
a intersecao € um segmento.

(&) Presuma que a defini¢do é a segunda (a que fala de intersecao ao invés
de combinagdes convexas) (i) para quaisquer pontos a e b em S, considere
areta que passa por a e b. (i) a intersecdo com S é um segmento contendo
a e b. (iii) ssim, as combinacdes convexas de a e b (que ficam no caminho
entre eles) pertencem a S.

Resp. (Ex. 21) — (i) Nao:

V2f(a,b) = <ea 1)
b2

2

x"V*f(a,b)x = e*x% — %
Com x1 =0, temos _% negativo para todos x; e b.
Ou ainda, geometricamente, se fixarmos a temos a fungao log(b), que nao
€ convexa.
(ii) g(a,b) = e* —log(b) é convexa, porque é soma de duas funcdes con-
vexas. Ou ainda, porque

x'V%g(a,b)x = e“x% + 2

€ sempre positivo.
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(iii) Sim: a Hessiana é
ea+b ea+b
ea+b ea—&—b )

com autovalores 0 e 2e2*?.

Resp. (Ex. 23) — Em (iv), os autovalores sao

z4 /22 +4y?
2y? ’
O autovalor relevante é
z—\/Z? +4y?
2y? ’

portanto a fungado seria convexa onde

z> /22 +4y?

ZZ > ZZ +4y2)

ou seja, ondey = 0. No entanto, a fungao original toma log(y), e nao existe,
portanto, subdominio onde a fungao é convexa.
Em (v), a Hessiana é
e+x? 0 0
0 y? o,
0 0 2

com todos autovalores positivos e portanto convexa em todo dominio.

Resp. (Ex. 27) — Sim. Verifique se o gradiente do objetivo é ortogonal aos
hiperplanos definidos pelas restri¢oes.

Resp. (Ex. 29) — (iv) x1 = 1/3, x; = 31/6; (v) ilimitado; (vi) dois pontos
otimos, x3 = 10,x5 = 10 e x5 = 22; (vi) x; = 2.5, x2 = 1.5; (vii) xy = 5.5,
X2 = 4.5.

Resp. (Ex. 30) — (i) x = (5,0,0)7, zo = 10. (i) x = (2,2)". (iii) inviavel. (iv)
ilimitado.
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Resp. (Ex. 35) — (Dica) Se xj nao esta na base, a proposico vale trivialmente.
Se x; estd na base, x; é componente do vetor x = Ag'b, logo é o produto
de m elementos de Ag' por elementos de b. J4 B~" é um determinante de
ordem m — 1 dividido por um determinante de ordem m...

Resp. (Ex. 36) — (i) ndo. (ii) E um hiperplano com dimensdo m — 1. Todo
ponto viavel é 6timo.

Resp. (Ex. 39) — O problema é degenerado.

Resp. (Ex. 42) — x4 = 30, xg = 20. O valor do objetivo é 160.

Resp. (Ex. 45) — Escreva o dual, e observe que Mv = w significa que w é
combinacao linear das colunas de M, com coeficientes em v.

Resp. (Ex. 49) — O Exemplo [5.2| mostra como obter o dual com uma va-
riavel a mais. Tente fazer uma troca de variaveis no dual obtido daquela
forma.

Resp. (Ex. 50) — Nao sera Unica.

Resp. (Ex. 58) — Para garantir uma solugao viavel basica, fagca projecao pa-
ralela a uma aresta que liga o ponto extremo atual para um em R™'.

Resp. (Ex. 66) — O poliedro definido pelo dual também é integral.

Resp. (Ex. 88) — As op¢des de cada jogador sao a quantidade de palitos
(0 < p < 3) aesconder e seu palpite (0 < a < 6). Uma formulacao in-
génua usaria 4 x 7 = 28 linhas e colunas para ambos os jogadores, mas se
notarmos que, sabendo quantos palitos tem em sua propria mao, sobram
quatro possibilidades para o palpite m + 0, n + 1, ..., n + 3), chegamos a
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seguinte matriz 16 x 16:

0,0 0,1 0,2 03 1,1 1,2 1,3 1,4 2,2 23 24 25 33 34 35 3,6
0,0 + + + — — -
0,1 - + + + - -
0,2 - - + + + -
0,3 - - - + + +
1,1 + + + - - -
1,2 - + + + - -
1,3 — - + + + -
1,4 — - - + + +
2,2 + + + - - -
2,3 - + + + - -
2,4 - - + + + -
2,5 - - - + + +
3,3 + + + - - =
3,4 - + + + - -
3,5 - - + + + -
3,6 - - - + + +

Resp. (Ex. 92) — Sim: divida os w; e C pelo seu mdc (o algoritmo tem com-
plexidade O(nC), portanto se diminuirmos C diminuimos o tempo de exe-
Cucao).

Resp. (Ex. 97) — Use

1 set<t’
Fls,a,t) = {0 set <t

Resp. (Ex.103) — (i) x; = 14/9,x, = 2/3.

Resp. (Ex. 107) —

min — X1 +x

s.a.:x%—4x1 +4>x%
4x%—16x1 +4 <x
x € R?

Resp. (Ex. 110) — Pode-se inferir, do grafico da regiao viavel, que o minimo
ocorre no ponto onde as restricoes se encontram, no lado esquerdo. Com
isso obtém-se x* = (0,—4)", com valor —4. Com algumas contas simples
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chega-seem A = —1]—2 (5,17). A Hessiana sera tal que v' Hv sempre igual a

2
%‘ > 0, portanto semidefinida positiva.

Resp. (Ex. 111) — Sejav = (x,y)". Entdo L£(v,A) = x* +y?> —A(x? +y% — (x +
y+1) cos(x)—xy). () maxinf x> +y?—A(x*4+y2— (x+y+1) cos(x)—xy),A > 0
(ii) O gradiente do lagrangeano é

Vy(v,A) = <2x — Ay +cos(x) —sin(x)(y+x+1)], 2y—Alcos(x)+ x] )
Assim, as condi¢oes KKT sao:
2x — Ay + cos(x) —sin(x)(y +x + 1)]] =0
2y — Afcos(x) + x] =0
Ax?+y? — (x +y+ 1) cos(x) — xy) =0
x* +y? — (x +y+ 1) cos(x) —xy >0
A >0
(iii) Nao, porque

x? +y? — (x +y + 1) cos(x) —xy = —1 cos(0) < 0.



Ficha Técnica

Este texto foi produzido inteiramente em KIEX em um sistema GNU/Li-
nux. Os diagramas foram criados sem editor gréafico, usando diretamente
o pacote TikZ. O ambiente Emacs foi usado para edi¢ao do texto KIEX.
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